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1 はじめに
量子力学の確立とその後の原子核・素粒子の作る微視的世界 (subatomic physics)の飛
躍的解明を近代物理学とすると、19 世紀後半から 20世紀初頭にかけての物理学の発展は
いわば物理学前史といえるものである。そこでは、それ以前に成立した力学・熱力学・電
磁気学等の基本的法則が体系として確立・整備されると同時に、各個別分野の描像の中か
ら統一的普遍的な自然像の模索と追求が行われた時期である。物理学の諸原理は化学分野
の発展に総合的に応用され、産業界の要請に応えるものとして次第に社会に浸透していっ
た。特に、1865 年から 1900 年位位までとされる第二次産業革命は、ドイツ、フランス、
アメリカ合衆国の工業力が急発展し、藍の染物工場、肥料工場等が作られ、自動車産業の
発生 (1880 年代)とともに石炭から水蒸気、石油へとエネルギー源が変化し、有機化学や
プラスチック等の高分子化学へと工業化が進んだ時期であった。種々の科学的発見が相次
ぎ、それらが次々と産業化された。エジソンの電球の発明は 1879 年、ヘルツによる電磁
波の発見は 1888 年、マルコーニの無線通信の発見は 1896 年、またライト兄弟による最
初の飛行機実験は 1903 年である。政治的には 18 70年プロイセンとフランスの間に普仏
戦争が勃発し、アルザス-ロレーヌ地方等その後の深刻な領土問題の火種となった。その
間ドイツは統一されたが、ドイツとフランスの間の確執が強まりその影響は後世まで続い
た。大幅な世界経済の発展とともにその影も見え始め、第一次世界大戦に向かってヨー
ロッパの世相が不安になっていく時代でもあった。日本では江戸時代の 250 年あまりの
鎖国政策から脱皮し、明治の新しい時代が始まり、大きく立ち遅れた日本の近代化と近代
科学に追いつくための大きな努力がなされた時代であった。
この時期の物理学の大きな進展の 1 つはメンデレーエフの周期律表の発見 (1869 年)

である。トムソンによる電子の発見 (1897 年) やラザフォードによる原子核の発見 (1911

年) はその後のことであるが、それに先立ちメンデレーエフの周期律表は元素・原子・分
子概念を確立し、中性原子のイオン化現象の理解を得て元素の周期的・化学的性質の解明
に成功した。その後の原子模型と量子力学による理論的解明に道を開くものであった。も
う一つの発展は、熱力学の確立に伴い明らかになった熱力学第二法則の一つの表現として
のエントロピーに関係して、古典統計力学への道がマクスウェルやボルツマンによって開
かれたことである。完全な微視的統計理論としての統計力学の根本的解明は、量子統計力
学の成立まで待たなければならないが、統計的取り扱いの考え方やボルツマンの H-定理
の証明等は現代でも巨視的熱力学の基礎づけとして重要な意味を持っている。また、ボル
ツマン方程式等は、非平衡熱力学の出発点として現代でも重要な意味を持っている。三番
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目に特筆すべき事はマイケルソン・モーリーの実験により光の速度の物理学における特別
な意味が明らかになり、アインシュタインの特殊相対性理論の発見へと繋がっていったと
いう歴史的事実である。これによりファラディー以来の電気力学が完成し、その後の量
子電磁力学 (量子場の理論) への発展の始まりとなった。この間、原子核物理学の発端と
なったベックレルの放射線元素の発見 (1896 年)、α-, β-, γ-線の同定、マリー・キュリー
のポロニウム・ラジウムの発見、ピエール・キュリーの強磁性体におけるキュリー点の発
見等、現在我々がその恩恵に預かっている多くの発見が相次いだ。Max Planck による黒
体輻射の理論 (1900 年) やエネルギーの量子化仮説、更にアインシュタインの光量子仮説
はその後の量子力学の形成に大きな影響を与えた。

2 メンデレーエフの周期律表
メンデレーエフは元素を原子番号順に並べると、化学的性質が似た元素が周期的に現れ
ることに気づいた。これをメンデレーエフの周期律表という。(図 1 参照) 図 1 で一番右
の列に位置する元素 He, Ne, Ar, Kr 等は貴ガス (希ガス) といわれ、単原子分子を作り
極めて安定である。一番左の列に位置する元素 H, Li, Na, K 等は電子一つを失って容易
に 1 価のイオン H+, Li+, Na+, K+ に成りやすい。H を除いてこれらは常温、常圧で全
て金属で、これらはアルカリ金属と呼ばれる。NaOH (水酸化ナトリウム)、KOH (水酸
化カリウム) はアルカリ性であり、その水溶液はほとんどが

NaOH→ Na+ +OH−

KOH→ K+ +OH− (2.1)

と解離している。ここに OH− は水酸化イオンと呼ばれる。純水もほんの僅か (10−7

mol/ℓ) であるが
H2O→ H+ +OH− (2.2)

と解離しており、それが水の中を電流が流れる理由である。左から二行目に位置する Be,

Mg, Ca, · · · は電子二つを失って二価のイオン Be++, Mg++, Ca++, · · · になる。一方、
右から二行目に位置する F, Cl 等は逆に電子一つを得て F−, Cl− 等になる。例えば食塩
である塩化ナトリウム NaCl や塩化カリウム KCl は電気的に中性であるが、水に溶ける
とほとんどが　

NaCl→ Na+ +Cl−

KCl→ K+ +Cl− (2.3)
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図 1 メンデレーエフの周期律表。study-z.net より転写 https://study-z.net/100057465/3

と解離する。この様な原子間の結合様式をイオン結合という。また塩酸 HCl (塩化水素)

は H+ イオンと Cl− イオンが結合して中性化したもので、塩酸水溶液は

HCl→ H+ +Cl− (2.4)

と解離しており、強い酸性を示す。更に右から二行目に位置する O や S は電子二つを得
て二価イオン O−− や S−− になる。OH− イオンは O−− に を H+ イオンが結合したも
のと考えられる。酸化マグネシウム MgO は マグネシウムイオン Mg++ と酸素イオン
O++ がイオン結合により中性化したものである。更に右から五行目の C は左から五行目
とも考えられ、そう考えると C4+ という四価イオンとなる。そうすると二酸化炭素 CO2

が自然に理解できるが、一酸化炭素 CO というものもあってこれは人体にとって非常に
危険な気体である。
ここでは、周期律表の一つの応用としてペーハー (pH) について述べる。既に述べた
様に、25 ℃ の常温の純水は水素イオン濃度が [H+]=10−7 mol/ℓ、つまり 1 ℓ あたり
10−7×NA ∼ 6.02 · · ·× 1017 個の H+ イオンが存在する。(水分子 5億 5千万個につき 1

個水素イオンが存在する。) 純水は全体としては電気的に中性であるから、水酸化イオン
のイオン濃度も [OH−]=10−7 mol/ℓ である。純水は中性である。このことを pH=7 と
いう。これに塩酸を垂らすと、水溶液の水素イオン濃度が増し強い酸性を示す。一般に、
水溶液の水素イオン濃度の逆数の常用対数を取ったものをペーハーといい pH で表わす。
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つまり
pH = − log10[H

+] (2.5)

温度が一定 (25 ℃) の時希薄水溶液の水素イオン濃度と水酸化イオン濃度の積は常に一定
で [H+][OH−]=10−14 であることが知られている。(質量作用の法則) そこで HCl を溶か
して (2.4) の反応が起きると、水の解離 (2.4) が抑制され水酸化イオン濃度が減少する。
NaOH を水に溶かして (2.1) の反応が起きると、逆に水酸化イオン濃度が増大し水素イ
オン濃度が減少する。pH ¡ 7 の時酸性、pH ¿ 7 の時アルカリ性という。これはリトマス
試験紙によって容易に調べられる。
メンデレーエフの周期律表の理論的基礎付けは、量子力学によって与えられた。電子を
発見したトムソンは、原子模型としてプラスの電荷をもったスープの中にいくつかの電子
が浮かんだいわゆる葡萄パン (raisen bread) 的な構造を提案したが、それはラザフォー
ドによるアルファ粒子の散乱による原子核の発見によって完全に否定された。熱力学の
Introduction の最後のところで既に紹介したが、原子は中心部分に位置する重い原子核
とその周りに分布する幾つかの軽い電子から構成されている。原子核は電子の質量の約二
千倍の質量を持った有限個の陽子と中性子からなっており、電気的に中性な陽子の数は電
子の数と等しくそれが原子番号 Z である。中性子の数は陽子の数とほぼ等しいか多少小
さく、その数である中性子数 N は Z とともに原子核の質量数 A=Z+N を形成している。
自然界には Z が同じで A が少しだけ違う原子核が多数あって、それらを元素 Z の同位元
素 (アイソトープ) あるいは同位体という。電子の占める状態は原子核の及ぼすクローン
力によって決まっているので原子核のグローバルな性質を正確に指定することは重要であ
る。Z, N, A を量子数 (quantum numbes) というがそれらを使って原子核は普通 N

ZZN

と記述される。ここに原子番号 Z が元素のタイプを指定し、それが電子の占める状態、つ
まり原子の化学的性質を決定している。例えば、水素の原子核 1

1H0 は陽子 (p) そのもの
であって、電子と同じ大きさで逆符号の電荷 e = 1.602 · · · × 10−19 C を持っている。一
方、中性子 (n) は電気的に中性で、陽子よりほんの僅か質量が大きく、原子核の中でだけ
安定に存在している。原子核内の陽子と中性子を結びつけている力は強い相互作用 (核子
間力、通称核力という) といってクーロン力等の電磁気的な力とはまた別の相互作用であ
る。中性子は単体としては不安定で、弱い相互作用によって約 10 分で陽子と電子、及び
electron anti-neutrino に崩壊する。中性子は、1932 年チャツドウィックによって発見さ
れた。水素の原子核の次に周期律表に表われるのはヘリウムの原子核で 4

2He2 と表わされ
る。これをヘリウム 4 という。自然界にはヘリウム 4 がメインであるが、その同位体で
あるヘリウム 3 (32He) も少量存在する。 大気中にはヘリウム 3 はヘリウム 4 の百万分の

6



一しか含まれていないが、水素の同位体である三重水素 ( トリトン、3
1H2) とは違って安

定な元素である。 水素やヘリウムの原子はそれぞれの原子核の周りを、一つないしは二
つの電子が取り巻いている描像を描くことができる。
原子核を取り巻く電子の状態は、(微視の世界の力学法則である) 量子力学の基本方程式
であるシュレーディンガー方程式を解くことによって厳密に決定することができる。その
詳しい導出は後に譲ることにしてここでは結果だけを述べる。その前に、量子力学で基本
になるいくつかの重要な原理について述べる。まず微視の世界では、有限領域に制限され
た粒子の運動は必ず量子化され、エネルギーは飛び飛びの値をとる。これは 、後で出てく
る黒体輻射のエネルギー分布を導いた時に Max Planck が仮定したプランクの量子仮説
と同じものである。古典力学と違って、量子力学的状態はシュレーディンガー方程式の解
である波動関数とそれに対応する量子数によって指定される。もう一つの重要な原理は、
微視の世界におけるスピンと統計との関係である。陽子、中性子、電子や光子等の微視の
世界の粒子には角運動量に似たスピンという内部自由度があって、その値が整数値である
か半整数値であるかによってそれらの統計的性質が大きく異なる。特に、電子、陽子、中
性子のスピンは 1/2 で、この様な半整数値の粒子はフェルミ粒子 (fermion) と呼ばれる。
一方、光子のスピンは 1 で、この様な整数値スピンを持つ粒子はボウズ粒子 (boson) とい
われる。フェルミ粒子にはいわゆるパウリの排他律が適用され、二つの量子力学的状態に
同じ種類の フェルミ粒子が入る事は許されない。一方、ボウズ粒子にはそのような制限
は無い。スピンは (軌道) 角運動量と同様な性質を持っており、整数値の軌道角運動量 ℓ

が 2ℓ+1 個の縮退状態を持つのと同様に、スピン S の状態は 2S +1 重に縮退している。
したがって、スピン 1/2 を持つ電子は +1/2 と -1/2 の磁気量子状態を持ち、これらを
上向きのスピン状態、下向きのスピン状態と表現することもある。これらの準備の上で、
原子核の電荷 Ze と電子の電荷 e の間に働くクーロン引力ポテンシャル U(r) = Ze2/r

(cgs-esu 単位系で) の元でのシュレーディンガー方程式の解は量子数

n = nr + ℓ+ 1 (nr = 0, 1, 2, · · · and ℓ = 0, 1, 2, · · · ) (2.6)

で表わされる。ここに n = 1, 2, 3, · · · は主量子数といわれ、これを用いて電子の束縛状
態のエネルギーは

En = − 1

2n2
· Z

2me4

ℏ2
(2.7)

と表わされる。ここに m は原子核と電子との間の換算質量だが、原子核の質量は電子の
質量と比べて遥かに大きいので実質的に電子の質量 me である。ℏ はあとで出てくるプラ
ンク定数 h を 2π で割ったもの ℏ = h

2π = 1.054 · · · × 10−27 erg·s で換算プランク定数、
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あるいはディラック定数といわれる。mee
4

ℏ2 は原子レベルのエネルギーを測るのに便利な
単位で、原子単位といわれる。(以下の原子単位の項、参照) 軌道角運動量 ℓ の状態はスピ
ン状態と同じく軌道磁気量子数 m によって m = −ℓ,−(ℓ− 1), · · · ,−1, 0, 1, · · · (ℓ− 1), ℓ

の状態に分かれ、ℓm の組みは全部で 2ℓ + 1 個の状態を含んでいる。 ℓ = 0, 1, 2, 3, · · ·
をそれぞれ s, p, d, f, · · · の記号で表わすのが普通である。したがって、s, p, d, f, . . . 状態
はそれぞれ 1, 3, 5, 7, · · · の状態からなる。更に nℓ を組みにして 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d, ·
と表わす。これらのそれぞれを殻といい、そこには

n−1∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1) = 2× 1

2
n(n− 1) + n = n2 (2.8)

この状態が詰まっている。電子はスピン 1/2 で各状態が二重に縮退しているので、ある主
量子数 n の軌道には全部で 2n2 個の状態があることになる。つまり、n = 1 は 1s だけで
あり状態数は 2、n = 2 には 2s と 2p 軌道が属し状態数は全部で 2× (1+3)=8、n = 3

殼には 3s, 3p, 3d 軌道が含まれて状態数は全部で 2× (1+3+5)=18 等々である。電子は
フェルミ粒子なのでパウリ原理の適用を受け、電子はこれらの軌道をエネルギーの低い方
から順番に詰まっていくことになる。この様な機構を電子軌道の殼構造 (shell structure)

という。ここで電子の「軌道」という言葉を用いたが、注意すべきことは、実際にその様
な古典運動の軌道が電子に用意されている訳ではない。あくまでも電子の微視的状態を一
意的に指定するためにのみこの言葉を利用する。表 1 にこうした電子の状態分類の最初
の簡単な場合を挙げておく。

表 1 電子の原子軌道の状態分類。クーロン量子数 nℓ with n = nr + ℓ + 1 and

nr, ℓ = 0, 1, 2, · · · .

主量子数 n nℓ n2 sum of 2n2

n = 1 1s 1 2

n = 2 2s 2p 4 10

n = 3 3s 3p 3d 9 28

n = 4 4s 4p 4d 4f 16 60

· · · · · · · · · · · ·

これらの準備の上でもう一度メンデレーエフの周期律表を見てみると、電子の原子軌道
の概念は非常によく周期律表を説明していることが分かる。まず水素原子 1

1H は陽子 p

の周りを一つの電子が 1s 軌道を占めているという構造を思い描くことができる。その時
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図 2 水素原子のエネルギースペクトル

の電子の結合エネルギーは、 (2.7) で Z=1, n = 1, m = me と置いて

E1 = −1

2
· mee

4

ℏ2
∼ −13.6eV (2.9)

である。n = 1 に電子のある状態は水素原子の基底状態といわれ、n = 2, 3, · · · の状態は
励起状態といわれる。Z = 1,m = me の時の (2.7) を図 2 に示す。これを水素原子のエ
ネルギースペクトル (energy spectrum) という。
次にヘリウム 4 (42He) は二個の電子が 1s 軌道を完全に占めていて、三番目の電子が付
け加わるためには n = 2 の軌道に入らなればならずかなりのエネルギーがいる。これが
ヘリウム 4 が安定で希ガスと呼ばれる由縁である。この様に一つの殼 (shell) に完全に電
子が詰まった状態を閉殻 (closed shell) といい、その様な原子を閉殻原子 (原子核では閉
殻核) という。表 1 から分かる様に、次の閉殻原子は 20

10Ne である。一般に、主量子数が
n = 1 から n = nM まで完全に詰まった状態の電子数 N は

N =

nM∑
n=1

2n2 =
1

3
nM (nM + 1) (2nM + 1) (2.10)

であり、nM = 3 の時は N = 28 である。Z = 28 はニッケル Ni であるが Ni は希ガス
ではない。実際には、表 1 は軽い元素に対してだけ当てはまる近似的なもので、重い元
素のより正確な記述にはクーロン力より高次の相互作用 (これを超微細構造力、hyperfine

structure force という) の影響や電子相互間のクーロン斥力を考慮する必要がある。これ
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らを考慮すると n = 3 の縮退した 3s, 3p, 3d 軌道は分離し、3s, 3p 軌道と 3d 軌道の間
にエネルギーギャップが生じる。そこで 40

18Ar は電子が n = 1, 2 軌道の 3s, 3p 状態に詰
まったものであり、84

36Kr は n = 3 までと 4s, 4p が完全に詰まったものである。これらの
重い元素では、一般に中性子数は陽子数より多少大きく N ¿ Z で数多くの同位体がある。
一方、周期律表の二行目と三行目の元素では、自然界に存在する安定な元素はほとんどが
N=Z であり、表 1 のルールが非常に良い精度で成り立っている。二行目の最初は 6

3Li or
7
3Li であり、電子の軌道は n = 1 軌道が全て詰まっり、1s 軌道に一つ入っている。この
電子は比較的容易に Li 原子核から離れ Li+ イオンとなる。三行目、四行目のアルカリ金
属 Na や K も閉殻の周りにただ一つ電子がつけ加わった構造を持っており、それ放出し
て容易に Na+ や K+ イオンになる性格を持っている。逆にフッ素 F やクロム Cl は閉
殻に一つホールが空いており、そこに電子を取り込んで容易に F− や Cl− イオンになる。
同様に酸素 16

8 O は n = 2 殼から電子が二つ不足した構造を持っており、それらを埋める
ことにより容易に二価の O−− イオンになる。大気中の酸素は 99.7168 O であるが、18

8 O

や 17O も安定な元素として僅かばかり存在する。最後に、Z=57 から 71 までの元素はラ
ンタノイド、Z=89 から 103 までの元素はアクチノイドと呼ばれ複雑な電子配位をもって
いる。特にランタノイドにスカンジウム 21Sc とイットリウム 39Y を加えたものは希土類
元素と呼ばれ、半導体素子や蓄電池、磁性体材料等のエレクトロニクス産業にとって必要
かつ欠くべからざるものとなっている。

(追記) 原子単位系について
原子単位系とそれを含む微視の世界の物理学 (素粒子・原子核) で便利な単位系につ
いて、ここにまとめておく。長さの単位としては、原子・分子レベルのオングストロー
ム 1 Å = 10−8 cm や原子核・素粒子レベルでのフェルミ (fermi) 1 fm = 10−13 cm が
便利である。それらの間には 10−5 の差がある。次に微視の世界で便利なエネルギーの
単位は、一つの電子を 1 V の電位差に逆らって持ち上げるのに必要なエネルギーでそれ
を 1 eV (electron volt) という。1 V = 1 J/C だから、1 eV = 1.602· · · × 10−19 J =

1.602· · · × 10−12 erg である。またより大きい単位は、1000 eV = 1 keV, 1000 keV = 1

MeV, 1000 MeV = 1 GeV, 1000 GeV = 1 TeV, · · · である。原子・分子の世界では eV,

keVが、原子核・素粒子の世界ではMeV, GeV が便利であり、その間にはおよそ 106 の差
がある。アインシュタインの関係式 E = mc2 により、静止した質量 m の粒子には mc2

のエネルギーが対応していることが分かっているので、微視の世界の粒子の質量をエネル
ギーの単位 eV で表わすのが普通である。例えば、電子の質量はおよそ mec

2 = 0.5 MeV,

陽子・中性子の質量はおよそ 1 GeV で電子の約 2000 倍である。(正確な値は表 2 参照)
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あとで詳しく学ぶ様に、微視の世界はプランク定数 ℏ = h/(2π) によって特徴付けられる。
ℏ は単位 erg・s の単位をもつ、大変小さい数である。そこで、この値は以下の様な色々な
組み合わせで参照されることが多い。例えば、超微細構造定数 α は α = e2

ℏc ∼
1

137 の無単
位量で、電磁相互作用の大きさを表わすパラメータである。ここに、e = 1.602 · · ·×10−19

C、また c ∼ 3× 1010 cm/s は光の速度である。また原子核・素粒子の世界では ℏc ∼ 200

MeV·fm が便利である。　相互の間の関係は ℏc = 137 × e2 = 137 × (1.602 × 10−19)2

C2 であるが、1 C を cgs-esu あるいは cgs- ガウス単位系に直すと電磁気学のところの
(4.1.1) 式より 1 C = 3 ×109 cgs-esu、1 cgs-esu = 1 dyn1/2 cm だから、1 C2 = 9 ×1018

dyn cm2 = 9 ×1018 erg cm = 9× 1018 times10−7 × 1013 J fm = 0.9× 1025 J fm. そ
こで、1 eV = 1.602 ×10−19 J をつかつて hbarc = 137× 1.602× 10−19× 0.9× 1025 eV

fm = 137× 0.9 times1.602 MeV fm = 197.5 MeV fm ∼ 200 MeV fm となる。微視的
世界で有用なもう一つの物理量はコンプトン波長 ℏ

mc である。微視の世界では粒子も波と
しての性質を持ち、その波長を示すのがコンプトン波長である。電子のコンプトン波長は
およそ ℏ

mec
= ℏc

mec2
∼ 200

0.5 fm = 400 fm = 0.004 Å、陽子のそれはおよそ ℏ
mpc

= 0.2 fm

である。
水素原子の基底状態である 1s状態の電子の軌道半径を a0 と書くと

a0 =
ℏ2

mee2
=

ℏ
mec

ℏ1α = 0.004× 137Å ∼ 0.5Å (2.11)

である。これをボーア半径という。また水素原子の基底状態のエネルギーは

E1 = −1

2
· mee

4

ℏ2
= −1

2
me(cα)

2 = −0.5× 0.5× 137−2MeV ∼ −13.6eV (2.12)

である。長さの単位とエネルギーの単位

ℏ2

mee2
,

mee
4

ℏ2
(2.13)

を原子単位 (atomic unit) という。

3 解析力学と古典統計力学
前回熱力学のところで最後に学んだ理想気体の分子運動論は、統計力学的手法を用いて
もう少し厳密な議論が可能である。これにより、粒子の速度やエネルギーの分布関数を与
える Maxwell-Boltzmann 分布や非平衡物理学の基礎となる Boltzmann 方程式、更にエ
ントロピーの起源に迫る Boltzmann の H-定理等、その後の量子統計力学に繋がる重要
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表 2 種々の物理定数と幾つかの物理量

物理定数　 　値
素電荷 e = 1.602 · · · × 10−19 C = [e] C

(換算) 1 eV = [e] J

光速 c = 2.99792 · · · × 1010 cm/s = [c] cm/s

(換算) 1 C = [c]/10 cgs-esu = [c]/10 dyn1/2 cm

アボガドロ数 NA = 6.022 · · · × 1023

気体定数 R = 8.314 · · · J/K (1 mol あたり)

ボルツマン定数 k = R/NA = 1.380 · · · J/K
プランク定数 h = 2πℏ = 6.626 · · · × 10−34 J s

ℏc = 197.33 MeV fm

超微細構造定数 α = e2

ℏc = 1
137.035

物理量 値
電子質量 mec

2 = 0.510998 · · · MeV

電子のコンプトン波長 ℏ
mec

= 386 fm

陽子質量 mpc
2 = 938.272 · · · MeV

陽子のコンプトン波長 ℏ
mpc

= 0.210 fm

中性子の質量 mnc
2 = 939.565 · · · MeV

ボーア半径 a0 = ℏ2

mee2
= 0.529 Å

な流れを理解することができる。しかし、我々はその前に以後の物理学の発展に重要な役
割を果たした解析力学について簡単に学んでおく必要がある。

3.1 最小作用の原理とラグランジュ方程式
17 世紀末に成立したニュートン力学のその後の発展についてはこれまで話す機会がな
かったが、当然のことながら 18世紀、19世紀に発展がなかったわけではない。特に 18

世紀の半ばには、光の直進を示すフェルマー (Fermat) の原理に似た最小作用の原理か
らニュートン方程式を導く、いわゆるラグランジュ形式 (Lagrangian formalism) が確
立し、その後の力学的定式化は全てこの枠内で行われるようになった。基礎になったラ
グランジュ方程式はニュートンの運動方程式に比べて特に何か新しく付け加わった訳で
はないが、例えば拘束条件付きの力学問題に対して見通しの良い解法を与える。更にそ
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の後、数学者 Hamilton や Jacobi によって定式化された古典力学の正準形式の理論や
Hamilton-Jacobi 方程式は、量子力学の発展に一つの指導原理として大きな役割を果た
した。
力学のラグランジュ形式では、ユークリッド空間の 3 次元座標 x, y, z を一般化した一
般化座標 (あるいは一般座標) q とその速度 q̇ = dq

dt、および時間 t の関数としてラグラン
ジュ関数、すなわちラグランジアン (Lagrangian) L = L(q, ·q, t) を考える。q = q(t) と
q̇ = q̇(t) はもちろん時間 t の関数である。q と q̇ の組み (qi, q̇i) (i = 1, 2, 3, . . . , n) はい
くつあっても良い。例えば (q1, q̇1) = (x, vx), (q2, q̇2) = (y, vy), (q3, q̇3) = (z, vz) の時は
n = 3 である。N 粒子系の 3 次元問題を考える時は、n = 3N である。n を自由度の数
という。一般座標は拘束条件付きの力学問題に対して特に適しており、今考えている問題
にとって最も便利な様に取ればよい。例えば、図 3 の振り子の問題では中心からの距離は
ℓ で一定だから粒子の運動は円軌道である。質量 m の振り子の最低位置からの振れ角 θ

を q にとれば、振り子の運動は θ の一次元問題となる。ラグランジアン L を時間につい
て t0 から t1 まで積分して S と書き、これを作用という。　

S =

∫ t1

t0

L(q(t), q̇(t), t) dt (3.1.1)

以下、簡単のためにしばらく一次元問題を考えるが、一般には q, q̇ は上の 2n の座標
と速度変数の総体を表わすものとすれば良い。この様な一般化は以下のほとんどの場
合容易である。(そうでない場合はその都度ことわる。) S = S[q(t), q̇(t)] は粒子の軌道
(tragectory) を表わす関数 (q(t), q̇(t)) によってその値が決まる関数であり、この様な関
数の関数を一般に汎関数という。最小作用の原理は、粒子の軌道をほんの僅か変えた時に
作用が最小になるという原理である。q(t), q̇(t) の微少変化を微分 d と区別して変分とい
い、 δq と δq̇ で表わす。これらは互いに独立な変分である。この時汎関数 S の変分は、
時間積分と変分の作用が互いに独立なことから

δS =

∫ t1

t0

δL(q(t), q̇(t), t) dt

=

∫ t1

t0

[
δL

δq
δq(t) +

δL

δq̇
δq̇(t)

]
dt (3.1.2)

となる。(変分は全微分と同じ様に扱える。) ここで最後の項を部分積分すると

δS =
δL

δq̇
δq(t)∥t1t0

+

∫ t1

t0

δq(t)

[
δL

δq
− d

dt

δL

δq̇

]
dt (3.1.3)
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となる。ここに変分は時間の端の値 δq(t1) = 0 と δq(t0) = 0 を留めて行うものとする。
そうすると (3.1.3) の右辺第一項目はゼロで、かつ二項目の δq(t) は任意だから δS = 0

から [· · · ] の部分 = 0 つまり
d

dt

δL

δq̇
− δL

δq
= 0 (3.1.4)

が得られる。これをラグランジュ方程式 (Lagrange equation) という。
最小作用の原理に用いるラグランジアンには、f(q, t) の完全微分だけの不定性がある。
すなわち、L を L + df(q,t)

dt と変えてもラグランジュ方程式は変わらない。そのわけは、
この変更によって作用積分 (3.1.1) には新しい項 f(q(t1), t1)− f(q(t0), t0) が付け加わる
が、この項は q(t) の変分には効かないからである。
問題はラグランジュ関数 L = L(q(t), ·q(t), t) をどう構成するかである。そのために
我々はまず、保存力の中を運動する質量 m の一粒子運動を考える。この時位置エネル
ギーを表わすポテンシャル U(q) が存在して、粒子に働く力 F は F = −∂U(q)

∂q で表わさ
れる。この時ラグランジアンは

L =
1

2
mq̇2 − U(q) (3.1.5)

で与えられる。実際、この時 δL
δq̇ = mq̇, δL

δq = −∂U(q)
∂q よりラグランジュ方程式 (3.1.4)

はニュートン方程式
mq̈ = −∂U(q)

∂q
(3.1.6)

となる。
(3.1.4) で p = δL

δq̇ は q に対する運動量で、これを一般化運動量 (あるいは一般運動量)

という。多次元の場合も同様に pi =
δL
δq̇i
である。今 (3.1.1) でラグランジアンが時間 t

に陽には依存せず L = L(q, ·q) であると考える。例えば (3.1.5) はその様な場合である。
この時

H = pq̇ − L(q, q̇) (3.1.7)

をつくると、H は時間に関して不変となる。実際、ラグランジュ方程式を用いると
dL

dt
=

∂L

∂q
q̇ +

∂L

∂q̇
q̈

= q̇
d

dt

∂L

∂q̇
+

∂L

∂q̇
q̈

=
d

dt

(
∂L

∂q̇
q̇

)
=

d

dt
(pq̇) (3.1.8)
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図 3 単振子に働く力: ウィキペディアより転写

が成り立つから、左辺を右辺に移して dH
dt = 0 が得られる。H は次節で定義されるハミル

トニアン、H(q, p) = E は保存される系のエネルギーである。(3.1.5) に対して (3.1.7) は

H(q, p) =
p2

2m
+ U(q) (3.1.9)

となる。
(練習問題 1) 単振子の問題をラグランジュ形式で解け。
ラグランジアンは L = 1

2m(ℓ ˙theta)2 −mgℓ(1 − cos θ) で与えられる。これを cos θ =

1− 1
2θ

2 + · · · を用いて |θ| ≪ 1 (θ はラジアンで測る) の近似のもとに計算すると、ラグ
ランジュ方程式として

mℓ2θ̈ +mgℓθ = 0 (3.1.10)

が得られる。そこで ω =
√

g
ℓ として θ̈ + ω2θ = 0 より解は θ = A sin(ωt + δ) となる。
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そこで単振子の周期は、T = 2π
ω = 2π

√
ℓ
g と求まる。(終わり)

図 4 三 次 元 円 筒 座 標:

physics.thick.jp よ り 転 写 　 http :

//physics.thick.jp/PhysicalMathematics/Section3/3−
8.html

図 5 3次元極座標: 同左

(練習問題 2) 三次元直交座標のラグランジアン

L =
1

2
mṙ2 − U(r) (3.1.11)

から出発して、円筒座標と極座標 (図 4 参照) におけるラグランジュ方程式を導け。
三次元直交座標系との座標変換は

(円筒座標)

x = r cos θ, y = r sin θ, z = z

(極座標)

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ (3.1.12)

また三次元空間における線素 dℓは図 4より、直交座標系では dℓ2 = dr2 = dx2+dy2+dz2

であるが、円筒座標系では dℓ2 = dr2 +(rdθ)2 + dz2 極座標系では dℓ2 = dr2 +(rdθ)2 +

(r sin θdφ)2 だからラグランジアンは
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(円筒座標)

L =
m

2

(
ṙ2 + (rθ̇)2 + ż2

)
− U(r, θ, z)

(極座標)

L =
m

2

(
ṙ2 + (rθ̇)2 + (r sin θφ̇)2

)
− U(r) (3.1.13)

となる。ここから、一般運動量とラグランジュ方程式、さらにハミルトニアンを求める
と、円筒座標系では

pr = mṙ, pθ = mr2θ̇, pz = mż

d

dt
mṙ = −∂U(r, θ, z)

∂r
d

dt
mr2θ̇ = −∂U(r, θ, z)

∂θ
d

dt
mż = −∂U(r, θ, z)

∂z

H =
1

2m

(
pr

2 +
pθ

2

r2
+ pz

2

)
+ U(r, θ, z) (3.1.14)

となる。一方極座標系では

pr = mṙ, pθ = mr2θ̇, pφ = m(r sin θ)2φ̇

d

dt
mṙ = −∂U(r, θ, φ)

∂r
d

dt
mr2θ̇ = −∂U(r, θ, φ)

∂θ
d

dt
m(r sin θ)2φ̇ = −∂U(r, θ, φ)

∂φ

H =
1

2m

(
pr

2 +
pθ

2

r2
+

pφ
2

(r sin θ)2

)
+ U(r, θ, φ) (3.1.15)

となる。(終わり)

(二次元中心力場の問題)

円筒座標を使った (3.1.14) の問題で、ポテンシャル U(r) が x-y 平面での動径部分の
距離 r = |r| だけによる時中心力場の問題という。この時 θ 方向と z 方向のラグラン
ジュ方程式から mr2θ̇ と mż が保存される。つまり vz = const. より z = (vz)0t + z0.

そこで初期条件として (vz)0 = z0 = 0 と取れば x-y 平面内の粒子の運動はいつまでも
x-y 平面内にとどまることになる。この事は θ-方向の運動量 pθ = mr2θ̇ が保存する事
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からもわかる。この量はあとで示す三次元直交空間の角運動量ベクトル M = [r × p]

の z-軸方向の成分 Mz = xpy − ypx である。実際 px = mẋ = m(ṙ cos θ − r sin θθ̇),

py = mẏ = m(ṙ sin θ + r cos θθ̇) を使うと

Mz = m
{
(r cos θ)(ṙ sin θ + r cos θθ̇)− (r sin θ)(ṙ cos θ − r sin θθ̇)

}
= mr2θ̇ = pθ (3.1.16)

となる。これらはまた面積速度 ḟ = (1/2)r2θ̇ を使って Mz = pθ = 2mḟ とも表わさ
れる。これがケプラーの第二法則「面積速度一定の法則」である。 角運動量の保存則
Mz = M とエネルギー保存則 H(q, p) = E を使うと

E =
1

2m

{
pr

2 +
M2

r2

}
+ U(r)

pr = ±
√
2m(E − U(r))− M2

r2
(3.1.17)

から
t = ±m 1√

2m(E − U(r))− M2

r2

dr (3.1.18)

また θ̇ = M
mr2 を使って dθ

dr = θ̇
ṙ = M

r2
1
pr
より

θ = ±
∫ M

r2√
2m(E − U(r))− M2

r2

dr (3.1.19)

が得られる。粒子の軌跡は、この式を逆に解いて r を θ で表わすことによって得られる。
(二次元中心力場の問題、終わり)

(練習問題) ケプラー問題
中心力の問題で特に U(r) = −α

r の時、ケプラー問題という。α = GMm (G は万有
引力定数、M と m は例えば太陽と地球の質量) であるが、α = e2 と取ることにより水
素原子の古典的問題と考えることもできる。この場合 (3.1.19) の積分は初等的に実行出
来て、粒子の軌跡は一般に二次曲線となる。(3.1.17) で m → µ = Mm

(M+m) (換算質量)、
M → h = µr2θ̇ (角運動量、(3.1.16) 参照) として、有効ポテンシャル

U (eff)(r) =
h2

2µr2
+ U(r) =

h2

2µr2
− α

r
(3.1.20)

を定義すると (3.1.17) は
E =

mṙ2

2
+ U (eff)(r) (3.1.21)
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となる。有効ポテンシャルの一項目は遠心力ポテンシャルといわれ、h ̸= 0 の時は r → 0

で 1/r より早へ発散するので大まかな振る舞いとしては図 1 の様になる。有効ポテン
シャルの最小値は dU(eff)(r)

dr = 0 から求められる。すなわち

rmin =
h2

µα
= d

Umin = −µα2

2h2
= − α

2d
< 0 (3.1.22)

である。(3.1.21) は粒子の古典的運動が E ≧ Umin の時のみ可能で、E < 0 の時有限運
動で E ≧ 0 の時粒子は無限遠に飛び散ることを表わしている。この時 (3.1.19) は

θ = ±
∫ h

r2√
2µ(E − U (eff)(r))

dr

= ±
∫ h

r2√
2µE − h2

r2 + 2µα
r

dr (3.1.23)

となる。ここで右辺の積分で r = d
u とおいて u の積分に移ると 2 E

(
d
h

)2
= ε2 − 1 とお

いて
θ = ∓

∫
1√

ε2 − (u− 1)2
du (3.1.24)

そこで ε≧ 0 として u = 1 + ε cos θ とする (3.1.24) は − 符号を取ることにより自明な
関係になる。結局粒子の軌道として

r =
d

1 + ε cos θ
(3.1.25)

が得られる。二次曲線の一般論よりこの軌跡は

0≦ε < 1 の時、楕円 (ε = 0 の時は円)

ε = の時、放物線
ε > 1 の時、双曲線 (3.1.26)

を表わす。0≦ε < 1 の楕円の場合がケプラー の第一法則である。
(3.1.4) では簡単ために一次元のラグランジュ方程式を考えたが、多次元の
場合にも容易に拡張できる。この時ラグランジュ方程式は L = L(q, q̇, t) =
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L(q1, q2, · · · , qn, q̇1, q̇2, · · · , q̇n, t) に対し

d

dt

δL

δq̇i
− δL

δqi
= 0 (i = 1, 2, · · · , n) (3.1.27)

となる。一般にはラグランジアンは運動エネルギーの項が q̇i の二次形式になっているこ
とから

L =
n∑

i,j=1

1

2
αi,j(q)q̇iq̇j − U(q, t) (3.1.28)

である。ここに αi,j(q) = αj,i(q) である。一般運動量は pi =
δL
δq̇i

=
∑n

j=1 αi,j q̇j である
から、ハミルトニアンは

H =
n∑

i=1

piq̇i − L(q, q̇, t)

=
n∑

i,j=1

1

2
αi,j(q)q̇iq̇j + U(q, t) (3.1.29)

である。この場合も、もしラグランジアン (3.1.28) のポテンシャル項が時間に陽には依
存せず U(q) であれば、ハミルトニアン H も時間に陽には依存せず、それは保存される
系のエネルギーになる。
具体的に三次元直交空間の N 粒子系を考えよう。この場合自由度の数は n = 3N で、
ラグランジュ方程式は n 個の 2 階常微分方程式となる。この連立常微分方程式は 2n 個
の初期条件を与えることにより、完全に解くことができる。つまり qi と q̇i は時間 t と
これら 2n 個の初期条件の関数である。一方、系の不変量は qi, q̇i (i = 1, 2, · · · , n) だけ
の関数であり、独立な不変量の数はおのずと有限に限られてくる。そのわけは、独立な不
変量の数があまりに大きいとこれらの連立方程式を逆に解いて 2n 個の変数を一位的に決
めることが出来ないからである。qi と q̇i が t の関数であることを残しておくと、独立
な不変量の数は高々 2n− 1 個であることがわかる。すなわち、これらの独立の不変量を
C1, C2, · · · , C2n−1 とすると i = 1, 2, · · · , n に対して

qi = qi(t, C1, C2, · · · , C2n−1)

q̇i = q̇i(t, C1, C2, · · · , C2n−1) (3.1.30)

となる。
今外界から遮断された N 粒子系 (孤立系という) を考え、粒子はお互いに粒子間の相
対座標の関数としてのポテンシャルを通じて相互作用しているとする。系のラグランジア
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ンは

L =
N∑

α=1

1

2
mαṙ

2
α − U(r1, r2, · · · , rN ) (3.1.31)

ここにポテンシャル項は

U(r1, r2, · · · , rN ) =

N∑
i>j=1

U (2)(ri− rj) +

N∑
i>j>k=1

U (3)(ri− rj , rj − rk, rk − ri) + · · ·

(3.1.32)

で与えられると仮定する。ここに、右辺第一項目を二体力、第二項目を三体力、等々とい
う。ラグランジアンは系の性質を完全に規定している。例えば、ニュートンの第一運動法
則は慣性系の存在とガリレオの相対性原理における絶対時間の存在を主張しているが、ガ
リレオ変換 r = r′ +V t に対するラグランジュ方程式の不変性は、ラグランジアンの運動
エネルギー項が速度 vi の二乗の和であることに表われている。実際 vα = vα

′ + V より

T =

N∑
α=1

1

2
mαvα

2

= sumN
α=1

1

2
mαvα

′2 + V ·
N∑
α

mαvα
′ + V 2

N∑
α=1

mα (3.1.33)

ここに右辺第二-三項目の寄与は V ·
∑N

α mαrα
′ + tV 2∑N

α=1 mα の完全時間微分で書け
るから落とすことができる。同様に (3.1.32) のポテンシャルエネルギー項の形は微少座
標変換 r → ε に対して U(r1, r2, · · · , rN ) が不変である様にとられている。この時

N∑
α=1

∂U

rα
ε = 0 (3.1.34)

で F α = − ∂U
∂rα

は粒子 α に働く力だから、これは

N∑
α

F α = 0 (3.1.35)

すなわち、内力の和がゼロであることを表わす。これはニュートンの第三法則「作用・反
作用の法則」の内容である。ラグランジュ方程式、あるいはニュートン方程式 ṗα = F α

を使うとこの式は

P = const. with P =
N∑

α=1

pα (3.1.36)
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となる。P は系の全運動量である。すなわち粒子が内力だけで相互作用する時、系の全
運動量は保存される。エネルギー保存則がラグランジアンの時間の微少変化に対する不変
性から導かれたように、運動量保存則は座標変数の一様な微少変換に対するラグランジア
ンの不変性から導かれる。この意味で、エネルギー保存が時間の一様性に基づいているの
に対して、運動量保存則は空間の並進方向の一様性に関係している。以下に見る様に空間
の等方性に基づいた保存則は角運動量保存則である。
もし系が孤立系ではなく外場の影響を受けるとすると、(3.1.43) のポテンシャル項には
一体ポテンシャルの項 ∑N

α=1 U
(1)(rα) を付け加えなければならない。この時、外力

F (ext) = −
N∑

α=1

∂

∂rα
U (1)(rα) ̸= 0 (3.1.37)

は一般にはゼロでない。また、ポテンシャル項が時間依存性を含むのはこの様な場合であ
る。この時系全体のエネルギーや運動量は、一般に保存されない。
再び内力だけの場合に戻って、系の重心 (質量中心) を

R =

∑N
α=1 mαrα∑N
α=1 mα

(3.1.38)

で定義する。∑N
α=1 mα = M は全系の質量の和である。R の時間微分を V = Ṙ とする

と、これは重心の速度で P = MV を満たす。外力が働かない場合、V =一定でニュート
ンの第一法則が系全体に対しても成り立っていることがわかる。つまり、系の大きさより
はるかに大きなスケールで見た場合、全ての粒子が重心に集まったかの様に見えることを
意味する。重心から測った座標を rα

′ = rα −R として、その重心 R′ =
∑N

α=1 rα
′/M

を計算するとゼロとなるから、系の原点を常に重心にとって興味のない重心運動を消去す
ることができる。一つの慣性系 K の座標を r、それに対して速度 V で動いているもう一
つの慣性系で原点を重心とするものを K′ その座標を r′ とすると vα = vα

′ + V より

P =
N∑

α=1

mαrα = P ′ +MV (3.1.39)

ここで P = MV より P ′ = 0 となる。一般に K を実験室系、K′ を重心系という。重心
系では、全運動量=0である。また全エネルギーも∑N

α
pα

2

2mα
=
∑N

α
p′
α

2

2mα
+P ′ ·V + 1

2MV 2

より
E =

1

2
MV 2 + E(int) (3.1.40)

ここに E(int) は重心系における全エネルギーであり、内部エネルギーといわれる。
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図 6 座標ベクトルの微少回転: ウィキペディアより

最後に空間の等方性に関係した角運動量保存則について述べる。図 5 の様に三次元直
交空間のある方向に原点から微少ベクトル δφ を取り、その大きさを δφ とする。その方
向の単位ベクトルを n とすると δφ = (δφ)n である。座標ベクトル r を軸 n の周りに
(右ネジの向きに) 微少角 δφ だけ回転すると、座標の増分は δr = [δφ × r] で与えられ
る。ラグランジアンのポテンシャル項 (3.1.32) にこの変換を施すと

δU =
N∑

α=1

∂U

∂rα
· [δφ× rα]

= −δφ ·
N∑

α=1

[rα × F α] (3.1.41)

となる。従ってラグランジアンがこの変換に対して不変であることを要請すると
N∑

α=1

[rα × F α] = 0 (3.1.42)
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であることがわかる。ここで角運動量を

M =
N∑

α=1

[rα × pα] (3.1.43)

で定義すると、ニュートンの運動方程式を使って

dM

dt
=

N∑
α=1

[vα × pα] +

N∑
α=1

[rα × F α]

= 0 (3.1.44)

であることがわかる。これを角運動量保存則という。重心系では rα = r′α + R, pα =

p′
α +mαV を用いて (3.1.43) はR′ = P ′ = 0 より

M = M ′ + [R× P ] (3.1.45)

となる。ここに、右辺第二項目は重心系全体の回転に対する角運動量である。M ′ は重心
系における全角運動量で、内部角運動量といわれる。もし (3.1.32) の様に外力がゼロな
ら [R × F (ext)] = 0 であるので、系全体の角運動量と内部角運動量はそれぞれ独立に保
存する。
ラグランジュ方程式が座標変換

qi = qi(Q1, Q2, · · · , Qn) (i = 1, 2, · · · , n) (3.1.46)

に対して不変なことは大変重要である。この場合、当然逆変換

Qi = Qi(q1, q2, · · · , qn) (i = 1, 2, · · · , n) (3.1.47)

が存在することを仮定している。この時、新しいラグランジィアンを

L′ = L′(Q, Q̇, t) = L(q(Q), q̇(Q, Q̇), t) (3.1.48)

で定義すると、最小作用の原理からラグランジュ方程式は再び
d

dt

δL′

δQ̇i

− δL′

δQi
= 0 (i = 1, 2, · · · , n) (3.1.49)

となる。これをラグランジュ形式の共変性という。この性質は、以下の様にして直接示す
こともできる。まず (3.1.48) の q̇(Q, Q̇) の意味は (3.1.46) から　

q̇i =

n∑
j=1

∂qi
∂Qj

Q̇j (3.1.50)
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である。ここに、Ji,j = ∂qi
∂Qj

は変換のヤコビアンである。これを q̇i =
∑n

j=1 Ji,jQ̇j、あ
るいは matrix form で q̇ = JQ̇ と書く。det J ̸= 0 である。(3.1.50) から

δL′

δQ̇i

=
n∑

j=1

∂L

∂q̇j

∂q̇j

∂Q̇i

=
n∑

j=1

∂L

∂q̇j
Jj,i

δL′

δQi
=

n∑
j=1

[
∂L

∂qj
Jj,i +

∂L

∂q̇j

n∑
k=1

∂Jj,k
∂Qi

Q̇k

]
(i = 1, 2, · · · , n) (3.1.51)

が得られる。
そこで ∂Jj,i

∂Qk
=

∂2qj
∂Qi∂Qk

=
∂2qj

∂Qk∂Qi
=

∂Jj,k

∂Qi
とラグランジュ方程式 (3.1.27) を用いて

d

dt

δL′

δQ̇i

− ∂L′

∂Qi
=

n∑
j=1

[
d

dt

∂L

∂q̇j
− ∂L

∂qj

]
Jj,i +

n∑
j=1

∂L

∂q̇j

n∑
k=1

[
∂Jj,i
∂Qk

Q̇k −
∂Jj,k
∂Qi

Q̇k

]
= 0 (3.1.52)

が導かれる。

3.2 ハミルトン方程式と正準変換
ラグランジュ方程式 (3.1.27) に表われる

pi =
δL

δq̇i
(i = 1, 2, · · · , n) (3.2.1)

は一般化された運動量である。これらの n 個の方程式を逆に解いて、q̇1, q̇2, · · · , q̇n を
q1, q2, ·, qn, p1, p2, · · · , pnで表わしておく。つまり q̇i = q̇i(q, p) = q̇i(q1, q2, · · · , qn, p1, p2, · · · , pn)
(i = 1, 2, · · · , n) である。 これらを用いてラグランジュ変換

H(q, p, t) =
n∑

i=1

piq̇i − L(q, q̇, t) (3.2.2)

によって求まる関数 H = H(q, p, t) = H(q1, q2, · · · , qn, p1, p2, · · · , pn, t) をハミルト
ニアンということは既に (3.1.29) で述べた。ここに、表われる q̇i は全て (3.2.1) の
p1, p2, · · · , pn を用いて書き換えるものとする。今ラグランジアンは時間に陽には依存せ
ず、エネルギーは保存されるとしよう。H(q, p) = E である。この時ラグランジュ方程式
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を用いると

dH(q, p) =
n∑

i=1

[dpiq̇i + pidq̇i − ṗidqi − pidq̇i]

=
n∑

i=1

[−ṗidqi + q̇idpi] (3.2.3)

が導かれる。そこで

∂H(q, p)

∂qi
= −ṗi

∂H(q, p)

∂pi
= q̇i (3.2.4)

となる。これをハミルトン方程式 (あるいはハミルトンの正準方程式) という。ハミルト
ニアンが時間に陽に依存する (3.2.2) の場合も本質的に同様である。この場合 t は単なる
パラメータの役割を果たすだけである。(3.2.3) には −∂L

dt dt の項が付け加わるが、これ
は単に ∂H(q,p,t)

∂t = −∂L(q,q̇,t)
dt の関係式を与えるだけである。この式は、ラグランジアン

の中に時間依存性がポテンシャル項の形でだけ入っていることから当然である。同様に電
磁場等の外場の中を運動する粒子のラグランジアンに対しても、そのパラメータを λ と
して ∂H(q,p,λ)

∂λ = −∂L(q,q̇,λ)
dλ が成り立つ。

ハミルトン方程式はまた最小作用の原理からも導かれる。それには (3.2.2) を用いて
(3.1.1) の作用を

S[p(t), q(t)] =

∫ t1

t0

[
n∑

i=1

piq̇i −H(q, p, t)

]
(3.2.5)

と書いて、δq(t1) = δq(t0) = 0 の条件のもとに変分をおこうなう。以下簡単のために、
q1(t), q2(t), · · · , qn(t) をまとめて q(t)、p1(t), p2(t), · · · , pn(t) を p(t) と書くことにする。
また簡単のために、再び n = 1 の一次元問題を考えることにする。変分をとると

δS =

∫ t1

t0

[
δp(t)q̇(t) + p(t)δq̇(t)− δp(t)

∂H

∂p
− δq(t)

∂H

∂q

]
= p(t)δq(t)|t1t0

+

∫ t1

t0

{
δp(t)

[
q̇(t)− ∂H

∂p

]
− δq(t)

[
ṗ(t) +

∂H

∂q

]}
dt (3.2.6)
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より、右辺二行目はゼロだから運動方程式として
δS[p, q]

δp(t)
= q̇(t)− ∂H

∂p
= 0

δS[p, q]

δq(t)
= −ṗ(t)− ∂H

∂q
= 0 (3.2.7)

と (3.2.4) と同じ結果が導かれる。
ハミルトニアン H(p, q, t) が (3.2.2) の様に時間 t に陽に依存する時、この関数の時間
についての全微分をとるとハミルトン方程式を用いて

dH(q, p, t

dt
=

∂H

∂p
ṗ(t) +

∂H

∂q
q̇(t) +

∂H

∂t

=
∂H

∂q

∂H

∂p
− ∂H

∂p

∂H

∂q
+

∂H

∂t
=

∂H

∂t
(3.2.8)

が得られる。再びこれは、ハミルトニアン H が時間に陽に依存しないならば H(q, p) = E

は保存されるというエネルギー保存則である。ある物理量 A が、古典的粒子の一般化座
標 q(t), 運動量 p(t) および時間 t に依存する時、その時間に関する全微分は (3.2.8) と同
様に

dA(q, p, t

dt
=

∂A

∂q
q̇(t) +

∂A

∂p
ṗ(t) +

∂A

∂t

=
∂H

∂p

∂A

∂q
− ∂H

∂q

∂A

∂p
+

∂A

∂t

= {H,A}+ ∂A

∂t
(3.2.9)

と計算される。ここに、一般の f(q, p, t), g(q, p, t) に対して

{f, g} = ∂f

∂p

∂g

∂q
− ∂f

∂q

∂g

∂p
(3.2.10)

をポアソン括弧 (Poisson bracket) という。一般の多次元の場合は

{f, g} =
n∑

i=1

[
∂f

∂pi

∂g

∂qi
− ∂f

∂qi

∂g

∂pi

]
(3.2.11)

である。q と p についてのポアソン括弧であることを明示する場合は {f, g}p,q と書
く。(3.2.9) の関係式から、物理量 A(q, p) が時間に陽に依存しなくてハミルトニアン
H = H(q, p) との間のポアソン括弧 {H,A} = 0 の時、A は保存量であることが分かる。
この様な物理量 A を「運動の積分」という。ポアソン括弧はハイゼンベルグの量子行列
力学のディラック括弧に対応するものである。
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その定義から単純な計算によって次の様なポアソン括弧の性質を導くことが出来る。
まず、ポアソン括弧は f と g の交換に関して反対称である。{f, g} = −{g, f} 従って
{f, f} = 0 である。またポアソン括弧は各関数について p と q の一階導関数の同時
一次式より、定数 c に対して {f, c} = {c, f} = 0. また定数 a, b に対して、双線型性
{af + bg, h} = a{f, g}+ b{g, h} が成り立つ。更に {fg, h} = f{g, h}+ {f, h}g かつ

∂

∂t
{f, g} =

{
∂f

∂t
, g

}
+

{
f,

∂g

∂t

}
(3.2.12)

が成り立つ。もう一つの有用な式は Jacobi 恒等式

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0 (3.2.13)

である。これを示すためには、まずポアソン括弧 {f, g} が p と q の一階導関数の同
時一次式であることに注意する。そこで {f, {g, h}} は g, h について二次導関数の
同時一次式である。一方、F = {g, {h, f}} + {h, {f, g}} = {g, {h, f}} − {h, {g, f}}
を考え、D1(f) = {g, f}, D2(f) = {h, f} という線型微分作用素 D1, D2 を考えると
F = D1(D2(f))−D2(D1(f)) = (D1D2−D2D1)(f) だがここで D = D1D2−D2D1 は
再び線微分作用素となる。実際、一般の線型微分作用素をD1 =

∑
i ξi

∂
∂xi

, D2 =
∑

i ηi
∂

∂xi

の形に書くと

D1D2 =
∑
i,j

ξi
∂ηj
∂xi

∂

∂xj
+ ξiηj∂

2∂xi∂xj

D2D1 =
∑
i,j

ηi
∂ξj
∂xi

∂

∂xj
+ ηiξj∂

2∂xi∂xj

D = D1D2 −D2D1

=
∑
i,j

(
ξi
∂ηj
∂xi
− ηi

∂ξj
∂xi

)
∂

∂xj
(3.2.14)

となる。従って F では二次導関数の項はキャンセルしていて {f, {g, h}}+F は f の二次
導関数は含まれていない。f, g, h をサイクリックに回して、同じことが g と h についても
いえる。結局 (3.2.13)の左辺は、f, g, hの一次導関数だけの積である。ここから (3.2.13)

を示すことができる。まず (3.2.14) から F = D(f) =
∑

i

[
Ai(g, h)

∂f
∂pi
−Bi(g, h)

∂f
∂qi

]
と書くと Ai(g, h), Bi(g, h) は共に g と h の二次導関数と一次導関数の積の同時一次式
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である。そこで (3.2.13) の左辺は

左辺 =
∑
i

[
∂f

∂pi

∂

∂qi
{g, h} − ∂f

∂qi

∂

∂pi
{g, h}

]
+ F

=
∑
i

[
∂f

∂
pi

{
∂

∂qi
+Ai(g, h)

}
− ∂f

∂qi

{
∂

∂pi
+Bi(g, h)

}]
(3.2.15)

となるが、ここで二行目の {· · · } はいずれも再び 共に g と h の二次導関数と一次導関数
の積の同時一次式であり、それらが独立に g と h の二次導関数を含まないことにより、
これらは全てゼロである。そこで (3.2.13) が成り立つ。(証明終わり)

ポアソン括弧を用いると正準変数 (q, p) からなる物理量の関係式を簡潔に表わすことが
できる。まず (3.2.11) で g = qi, pi とすると

{f, qi} =
∂f

∂pi

{f, pi} = −
∂f

∂qi
(3.2.16)

そこで f = H とおいて (3.2.9) を使うと

q̇i = {H, qi} =
∂H

∂pi

ṗi = {H, pi} = −
∂H

∂qi
(3.2.17)

となってハミルトン方程式が再現される。また (3.2.16) で f = qj , pj と

{qi, qj} = 0 , {pi, pj} = 0 , {pi, qj} = δi,j (3.2.18)

となる。この式は正準変数 (q, p) の定義であり q と p は互いに正準共役量であると
いわれる。ヤコビの恒等式はまた新しい運動の積分を求めるためにも使われる。まず
f(q, p) 等が時間に陽に依存しない場合は、これは簡単に次のようにして求めることがで
きる。(3.2.9) から {H, f} かつ {H, g} = 0 であればそれらは運動の積分である。ここか
ら {f, g} を作るとヤコビ恒等式を使って

{H, {f, g}} = {f, {H, g}} − {g, {H, f}} = 0 (3.2.19)

より、これも運動の積分である。次に f(q, p, t) 等が時間に陽に依存する場合は、(3.2.12)
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とヤコビ恒等式を用いて
d

dt
{f, g} = ∂

∂t
{f, g}+ {H, {f, g}}

=

{[
∂f

∂t
+ {H, f}

]
, g

}
+

{
f,

[
∂g

∂t
+ {H, g}

]}
=

{
df

dt
, g

}
+

{
f,

dg

dt

}
(3.2.20)

が得られる。しかしながら {f, g} が常に新しい運動の積分を与えるわけではない。それ
らが trivial な定数になったり、もとの幾つかの不変量の単なる関数であったりすること
もある。それは、独立な不変の数の最大値は 2n− 1 で限られているからである。例えば、
3 次元空間を運動する一粒子の中心力場の問題では、不変量はエネルギーと 3 つの運動
量、および粒子の運動平面の法線方向を向いた軸の周りの角運動量の 5 つである。これは
2n－ 1 = 5 と整合している。また別の例は

{px,My} = −pz , {py,Mz} = −px , {pz,Mx} = −py (3.2.21)

である。これらは直接計算によって簡単に示すことができる。
(3.2.5) の作用 S を粒子の軌道 (q(t), p(t)) に沿って計算して、S を最終点の座標

q = q(t2) の関数とみなすこともできる。この場合 (3.2.6) より

δS =
∑
i

piδqi (3.2.22)

である。そこで
∂S

∂qi
= pi (3.2.23)

である。また更に S を最終点の時間の関数とも見なすことができる。この時、作用の定
義から

dS

dt
= L (3.2.24)

であるが、S を q と t の関数と考えると

dS

dt
=

∂S

∂t
+
∑
i

∂S

∂qi
q̇i

=
∂S

∂t
+
∑
i

piq̇i (3.2.25)
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そこで (3.2.24) とハミルトニアンの定義 (3.2.2) を使うと

∂S

∂t
+

[∑
i

piq̇i − L

]
= 0

∂S

∂t
+H = 0 (3.2.26)

つまり
∂S

∂t
= −H (3.2.27)

が得られる。また (3.2.23) と (3.2.27) から

S =

∫ {∑
i

pidqi −Hdt

}
(3.2.28)

であることがわかる。今ハミルトニアンが時間には陽に依存せず、更に最終点だけでなく
始点も変数と考えると H(1) = H(0) = E だから行列式

dS =

[∑
i

pi
(1)dqi

(1) −H(1)dt

]
−

[∑
i

pi
(0)dqi

(0) −H(0)dt

]
=
∑
i

pi
(1)dqi

(1) −
∑
i

pi
(0)dqi

(0) (3.2.29)

が得られる。この式は始点と終点の [· · · ] 内の量が独立ではあり得ず、ある関数の全微分
だけの不定性を含んでいることを示している。
前節の最後でラグランジュ方程式が座標変換 (3.1.46) に対して不変であることを示し
たが、同じことがハミルトン方程式に対しても成り立っている。すなわち新しい座標と運
動量を Qi, Pi として Hprime(Q,P ) = H(q(Q), p(Q,P )) とすると (3.2.4) と同様に

Ṗi = −
∂H ′(Q,P )

∂Qi

Q̇i =
∂H ′(Q,P )

∂Pi
(3.2.30)

が成り立つ。ここに p(Q,P ) の意味は (3.1.46) - (3.1.48)より

pi =
∂L

∂q̇i

=
∑
j

[
∂L′

∂Qj

∂Qj

∂q̇i
+

∂L′

∂Q̇j

∂Q̇j

∂q̇i

]
=
∑
j

Pj(J
−1)j,i (3.2.31)
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ここで (3.1.50) から導かれる
∂Q̇j

∂q̇i
= (J−1)j,i (3.2.32)

を用いた。Ji,j = ∂qi
∂Qj

は変換 (3.1.46) に対するヤコビアンで、すべて Q1, Q2, · · · だけ
で書かれているものとする。(3.2.31) は簡単に p = PJ−1 と書くこともできる。(3.2.30)

はこの式を使ってラグランジュ方程式の時の様に直接証明することもできるが、これは次
の考察から明らかである。まず (3.2.31) と q̇i =

∑
j Ji,jṖj より∑

i

piq̇i = pq̇ = PJ−1JQ̇ = PQ̇ =
∑
i

PiQ̇i (3.2.33)

そこで (3.1.48) を用いると

H ′(Q,P ) = H(q(Q), p(Q,P ))

=
∑
i

piq̇i∥q=q(Q),p=p(Q,P ) − L(q(Q), q̇(Q, Q̇))

=
∑
i

PiQ̇i − L′(Q, Q̇) (3.2.34)

そこで L′(Q, Q̇) のラグランジュ方程式 (3.1.49) を使って、容易にハミルトン方程式
(3.2.30) を示すことができる。
しかしながら、ハミルトン形式ではある条件のもとに q, p を混ぜる、より一般的な変換

qi = qi(Q1, Q2, · · · , P1, P2, · · · )
pi = pi(Q1, Q2, · · · , P1, P2, · · · ) (i = 1, 2, · · · , n) (3.2.35)

に対しても不変であることを示すことができる。そのためには (3.2.29) にならって

dS =

[∑
i

pidqi −H(q, p, t)dt

]
−

[∑
i

PidQi −H ′(Q,P, t)dt

]
(3.2.36)

を考える。二つのラグランジアンの差は完全微分 dS であるから、そこから導かれるハミ
ルトン方程式は同じ形となる。S = F (q,Q, t) を変数 q,Q, t の母関数だと考えると

dF (q,Q, t) =
∑
i

pidqi −
∑
i

PidQi + (H ′ −H)dt (3.2.37)
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より

pi =
∂F

∂qi

Pi = −
∂F

∂Qi

H ′ = H +
∂F

∂t
(3.2.38)

となる。特別の場合として F (q,Q) =
∑

i qiQi とすると

pi = Qi , Pi = −qi , H ′ = H (3.2.39)

となって H ′(Q,P ) = H(−P,Q) であることより (3.2.4) は

q̇i =
∂H(q, p)

∂pi
→ −Ṗi =

∂H(−P,Q)

∂Qi

ṗi = −
∂H(q, p)

∂qi
→ Q̇i =

∂H(−P,Q)

∂Pi
(3.2.40)

となるが、新しい式 (3.2.30) は古い式で q を −P と、また p を Q と呼び変えただけの
式になっている。この意味で一般座標と一般運動量の区別は単なる便宜上のものにすぎな
いことがわかる。また別の母関数の取り方として F (q,Q, t) にルジャンドル変換を施して

Φ(q, P, t) = F (q,Q, t) +
∑
i

PiQi (3.2.41)

を選ぶこともできる。この時

dΦ(q, P, t) = dF (a,Q, t) +
∑
i

(PidQi +QidPi) nonumber (3.2.42)

= sumipidqi +
∑
i

QidPi + (H ′ −H)dt (3.2.43)

より

pi =
∂Φ

∂qi

Qi =
∂Φ

∂Pi

H ′ = H +
∂Φ

∂t
(3.2.44)
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が得られる。特別の場合として Φ(q, P, t) =
∑

i fi(q1, q2, · · · )Pi ととると
Qi = fi(q1, q2, · · · ) かつ (3.2.32) より

pi =
∑
j

∂fj(q1, q2, · · · )
∂qi

Pj

=
∑
j

∂Qj

∂qi
Pj =

∑
j

Pj(J
−1)j,i (3.2.45)

となる。この変換は (3.1.46) の逆変換で、 (3.2.45) は以前の p = PJ−1 である。すなわ
ち (3.2.35) は以前の点変換 (3.1.46) を特別の場合として含んでいる。更に p,Q を母関
数とする変換は Ψ = F − pq = Ψ(p,Q, t) として

dΨ = −
∑
i

qidpi −
∑
i

PidQi + (H ′ −H)dt

qi = −
∂Ψ

∂pi

Pi = −
∂Ψ

∂Qi

H ′ = H +
∂Ψ

∂t
(3.2.46)

また p, P を母関数とする変換は G = F + PQ− pq = G(p, P, t) として

dG = −
∑
i

qidpi +
∑
i

QidPi + (H ′ −H)dt

qi = −
∂G

∂pi

Qi = −
∂G

∂Pi

H ′ = H +
∂G

∂t
(3.2.47)

となる。この様なハミルトン形式を不変にする様な変換 (3.2.35) を正準変換、ハミルト
ン形式を正準形式、ハミルトン方程式を正準方程式という。その意味で (q, p) や (Q,P )

はを正準変数という。
正準変数は (3.2.37) - (3.2.47) から簡単に証明できる次の様な基本的な偏微分係数間の
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対称関係を持っている。
∂pj
∂Qk

= −∂Pk

∂qj
∂pj
∂Pk

=
∂Qk

∂qj
∂qj
∂Qk

=
∂Pk

∂pj
∂qj
∂Pk

= −∂Qk

∂pj
(3.2.48)

例えば、はじめの式は (3.2.37) を使って

∂pj
∂Qk

=
∂pj(Q,P )

∂Qk

=
∂2F (q,Q, t)

∂Qk∂qj
=

∂2F (q,Q, t)

∂qj∂Qk

= −∂Pk

∂qj
(3.2.49)

と証明される。これらを使うとポアソン括弧の基本的な関係式

{qi, qj}{P,Q} = 0 , {pi, pj}{P,Q} = 0 , {pi, qj}{P,Q} = δi,j (3.2.50)
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を示すことが出来る。実際 (3.2.48) を使って

{qi, qj}{P,Q} =
∑
k

[
∂qi
∂Pk

∂qj
∂Qk

− ∂qi
∂Qk

∂qj
∂Pk

]
=
∑
k

[
∂qi
∂¶k

∂Pk

∂pj
+

∂qi
∂Qk

∂Qk

∂pj

]
=

∂qi
∂pj

= 0

{pi, pj}{P,Q} =
∑
k

[
∂pi
∂Pk

∂pj
∂Qk

− ∂pi
∂Qk

∂pj
∂Pk

]
= −

∑
k

[
∂pi
∂Pk

∂Pk

∂qj
+

∂pi
∂Qk

∂Qk

∂qj

]
= −∂pi

∂qj
= 0

{pi, qj}{P,Q} =
∑
k

[
∂pi
∂Pk

∂qj
∂Qk

− ∂pi
∂Qk

∂qj
∂Pk

]
=
∑
k

[
∂pi
∂Pk

∂Pk

∂pj
+

∂pi
∂Qk

∂Qk

∂pj

]
=

∂pi
∂pj

= δi,j (3.2.51)

が得られる。(3.2.50) からポアソン括弧の共変性

{f, g}{p,q} = {f ′, g′}{P,Q} (3.2.52)
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を導くことができる。ここに f ′ = f ′(Q,P, t) = f(q(Q,P ), p(Q,P ), t) である。実際

{f ′, g′}{P,Q} =
∑
k

[
∂f ′

∂Pk

∂g′

∂Qk
− ∂f ′

∂Qk

∂g′

∂Pk

]
=
∑
i,j,k

[(
∂f

∂pi

∂pi
∂Pk

+
∂f

∂qi

∂qi
∂Pk

)(
∂g

∂pj

∂pj
∂Qk

+
∂g

∂qj

∂qj
∂Qk

)
− {Pk ↔ Qk}

]

=
∑
i,j,k

[
∂f

∂pi

∂g

∂pj

(
∂pi
∂Pk

∂pj
∂Qk

− {Pk ↔ Qk}
)]

+
∂f

∂pi

∂g

∂qj

(
∂pi
∂Pk

∂qj
∂Qk

− {Pk ↔ Qk}
)

+
∂f

∂qi

∂g

∂pj

(
∂qi
∂Pk

∂pj
∂Qk

− {Pk ↔ Qk}
)

+
∂f

∂qi

∂g

∂qj

(
∂qi
∂Pk

∂qj
∂Qk

− {Pk ↔ Qk}
)

=
∑
i,j

[
∂f

∂pi

∂g

∂pj
{pi, pj}{P,Q} +

∂f

∂pi

∂g

∂qj
{pi, qj}{P,Q}

+
∂f

∂qi

∂g

∂pj
{qi, pj}{P,Q} +

∂f

∂qi

∂g

∂qj
{qi, qj}{P,Q}

]
=
∑
i

[
∂f

∂pi

∂g

∂qi
− ∂f

∂qi

∂g

∂pi

]
= {f, g}{p,q} (3.2.53)

この結果は新しい共変変数 (Q,P ) のポアソン方程式

df ′(Q,P, t)

dt
= {f ′, g′}{P,Q} +

∂f ′(Q,P, t)

∂t
(3.2.54)

が Hprime(Q,P, t) のハミルトン方程式から導かれることから当然の結果である。
正準変換に関して不変な量の例として重要なものにリウヴィル定理 (Lioville’s the-

orem) がある。一般座標 q と運動量 p の作る (q, p) 2n 次元ユークリッド空間を位相
空間 (phase space) という。(一方、時間 t と座標 q の普通のユークリッド空間を配位
空間 ( configuration space) という。) 粒子の古典力学的状態は q = q(t) と p = p(t)

によって指定されるので、位相空間の点 (代表点という) (q, p) は粒子の状態を、時間
t が変動した時の (q(t), p(t)) のグラフは粒子の運動の軌跡を表わしている。初期条件
q(t0), p(t0)) = (q0, p0) をもった粒子の運動の軌跡は、異なった初期条件をもつ運動の軌
跡と交わることは決してない。もし交わるとすると、その交点を初期条件とする軌道が二
つあることになるからである。位相空間内の有限領域の体積は正準変換に対して保存され
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る。すなわち Γ を位相空間内の有限領域として∫
Γ

dq dp =

∫
Γ′
dQ dP (3.2.55)

が成り立つ。ここに dq dp =
∏n

i=1 dqi dpi 等である。 これを示すには、変換 (3.2.35) の
ヤコビアンの (2n× 2n) 行列式

∥| ∂(q1, q2, · · · , p1, p2, · · · )
∂(Q1, Q2, · · · , P1, P2, · · · )

∥| = 1 (3.2.56)

が 1 であることを示せばよい。これは (3.2.48) の性質を用いて肯定的に証明される。ま
ずヤコビアンの関係式から行列として

∂(q1, q2, · · · , p1, p2, · · · )
∂(Q1, Q2, · · · , P1, P2, · · · )

=

∂(q1,q2,··· ,p1,p2,··· )
∂(q1,q2,··· ,P1,P2,··· )
∂(Q1,Q2,··· ,P1,P2,··· )
∂(q1,q2,··· ,P1,P2,··· )

(3.2.57)

この関係式は右辺の分母を払って容易に証明できる。ところで右辺は

右辺 =

∂(p1,p2,··· )
∂(P1,P2,··· )
∂(Q1,Q2,··· )
∂(q1,q2,··· )

(3.2.58)

と簡約化できる。ここで分母、分子の行列の (i, j) 成分はそれぞれ ∂pi

∂Pj
, ∂Qi

partialqj
だが

(3.2.48) の二番目の式を使うと分母は ∂Qj

∂qi
でこれは分子の (j, i) である。つまり分母と

分子の行列は単に行と列が入れ替わっただけの関係で行列式を取るとその比は 1 となる。
同様にして ∫

Γ

dqi dpi =

∫
Γ′
dQi dPi∫

Γ

dqi dqj dpi dpj =

∫
Γ′
dQi dQj dPi dPj (i ̸= j) (3.2.59)

等も示すことができる。これらの性質はハミルトニアンが時間に陽に依存せず孤立系のエ
ネルギーが保存する時、(3.2.29) の様に時間ごとに変化する (q, p) を正準変換と考えて
(q = q(t0), p = p(t0)) かつ (Q = q(t1), P = p(t1) としても良いことから重要な結論に導
く。この時 (3.2.29) の S は (3.2.37) の F (q,Q) の様にこの正準変換の母関数である。こ
の時粒子の軌跡に沿って位相空間内の有限領域を追いかけていくとそれらの体積はいずれ
も不変で、代表点の軌跡はあたかも非圧縮性流体の速度ベクトルの様に振る舞う。つまり∫

Γ

dq dp = const (3.2.60)

これをリウヴィル定理 (Lioville’s theorem) という。
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3.3 モーペルテュイの原理
系のエネルギーが保存される時、(3.2.28) を

S = S0 − E(t1 − t0)

S0 =

∫ ∑
i

pidqi (3.3.1)

と書いて、S0 を簡約化された作用という。この時、(3.3.1) の右辺第項目は定数項である
ので粒子の運動は S0 の最小作用の原理 δS0 = 0 から求めることができる。これをモー
ペルテュイの原理 (Mqupertuis’ principle) という。
まず初めに三次元ポテンシャル場 U = U(r) における一粒子問題を考える。ラグラン
ジアンは L = (1/2)mv2 − U(r) である。一般座標の例として、粒子の軌道上である点
から取った距離 s = s(t) を取って粒子の座標 r を s を媒介変数 (パラメータ) の関数
として表わす。つまり r = r(s) = r(s(t)) である。また s0 = s(t0), s1 = s(t1) として、
r0 = r(s0) = r(s(t0)) は始点、r1 = r(s0) = r(s(t0)) は終点である。まず速度ベクトル
v は

v =
dr

dt
=

dr

ds

ds

dt
= vet

et =
dr

ds

v =
ds

dt
(3.3.2)

ここに et は軌道の接線方向の単位ベクトル、v は速度の大きさ (速さ) である。これらは
ds =

√
dr2 =

√
dx2 + dy2 + dz2 を使って簡単に示すことができる。次に et を s で微

分すると
d(et)

2

ds
= 2

(
et ·

det
ds

)
=

d1

ds
= 0 (3.3.3)

より det

ds は et に直交するベクトルである。そこで

det
ds

=
1

ρ
en (3.3.4)

とおいて ρ を曲率半径、en (単位ベクトル) を主法線ベクトル (principal normal vector)

という。en は接線ベクトル (tangent vector) et に直交する単位ベクトルである。et と
en とから作られる平面を粒子の運動の接触平面という。(図 1 参照) 接触面の法線ベクト
ル (で右手系のもの) eb = [et × en] を陪法線ベクトル (binormal vector) という。
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et, en, eb は三次元空間の右手完全系を成している。接触平面の意味は、粒子の運動が
局所的にはその平面内で起きることである。すなわち、最初接触平面上の r にあった粒
子が時間 ∆t 後に r +∆r に移ったすると、座標の微少変化 ∆r は Taylor 展開して

∆r = v∆t+
1

2
a(∆t)2 +O((∆t)3) (3.3.5)

ここに O((∆t)3) は (∆t)3 と同じオーダーの微少量を表わす。同様に ∆s で展開すると

∆r = et∆s+
1

2ρ
en(∆s)2 +O((∆s)3)labelmon6 (3.3.6)

図 1 の様に、点 r +∆r から接触平面までの距離は内積 r · en = |r| cos θb (thetab は
陪法線ベクトルと r の間の角度) で与えられるので (??) より

∆r · en = et · [et × en]∆s

+
1

2ρ
en · [et × en](∆s)2 +O((∆s)3)

= O((∆s)3) (3.3.7)

すなわち (∆s)3 の微少量である。この表示における加速度 a = v̇ は

ėt =
det
dt

=
det
ds

ds

dt
=

v

ρ
en (3.3.8)

より

a = v̇ = ˙vet = v̇et + vėt

= v̇et +
v2

ρ
en (3.3.9)

すなわち、接線方向度成分は atv̇、主法線方向の加速度成分は an = v2

ρ となる。an は局
所的な円運動に対する向心加速度であり、これにより ρ は曲率半径であることが分かる。
この問題をラグランジュ形式により解くと、まずラグランジアンは L = m

2 (ṡ)
2 − U(r)

より一般運動量は p = ∂L
∂ṡ = mṡ = mv より、ラグランジュ方程式は

mv̇ =
∂L

∂s
= −∂r

∂s

∂U

∂r
= et · F = Ft (3.3.10)

となる。ここに F = −∂U
∂r は粒子に働く力、Ft = et ·F は接線方向の力の成分である。

ハミルトニアンは H = p2

2m + U(r) で H = E より、簡略化された作用は (3.3.1) より

S0 =

∫
p ds =

∫ √
2m(E − U)ds (3.3.11)
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この変分を取ると (dr)2 = (ds)2 より

δS0 =
√
2m

∫ [
− δU

2
√
E − U

ds+
√
E − Uδds

]
(3.3.12)

ここに −δU = −∂U
∂r δr = F · δr かつ (dr)2 = (ds)2 から得られる 2(dr)δdr =

2(ds)δds, δds = etδdr を使って部分積分すると (3.3.12) は

δS0 =
√
2m

∫
δr ·

[
F

2
√
E − U

ds− d
{√

E − Uet

}]
(3.3.13)

となる。そこで δr の係数をゼロとおいて

2
√
E − U

d

ds

{√
E − Uet

}
= F (3.3.14)

ここに左辺は

−dU

ds
et + 2(E − U)

det
ds

= et(et · F ) +mv2
1

ρ
en (3.3.15)

より結局
m
v2

ρ
en = F − et(et · F ) (3.3.16)

が得られる。ここに右辺は接線方向以外の力の成分である。(3.3.16) に eb = [et × en]

をかけると eb · F = Fb = 0 つまり陪法線方向の成分はゼロである。そこで et, en, eb の
完全性を使うと、(3.3.16)の右辺は力の主法線ベクトル方向の成分 F n = F −et(et ·F ) =

en(en · F ) である。Fn = (en · F ) を主法線方向の力として (3.3.16) は

m
v2

ρ
= Ft (3.3.17)

となる。これは局所的な円運動の運動方程式である。
特別の場合として U = U(r) の中心力の問題を考えると、この時

F = −∂U(r)

∂r
= − ∂r

∂r

∂U(r)

∂r
= f(r)er

with f(r) = −dU(r)

dr
and er =

∂r

∂r
=

r

r
(3.3.18)

ここに er は極座標の動径方向の単位ベクトルである。粒子の運動が直線運動でなけれ
ば、座標ベクトル r と速度ベクトル v = ṙ = vet は一つの平面をなしそれを x-y 平面と
することができる。中心力の場合、 z-軸方向の角運動量Mz は保存されるので、はじめ
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粒子が x-y 平面にあれば引き続き同じ平面内にあり続ける。すなわち x-y 平面は運動の
接平面である。en は x-y 平面にあり eb = ez, e · F = 0 である。すなわち三次元の中
心力場の問題は二次元の中心力場の問題に帰着する。更に特別の場合として (3.3.11) で
U = 0 とするとすると E = p2

2m かつ p = mv = const. で

δS0 = δ

∫
p ds = mvδ

∫
ds = 0 (3.3.19)

より、これは
δ

∫
ds = 0 (3.3.20)

と同じである。これは二点を結ぶ最短距離が直線であることを意味する。これは以前の様
に δds = et · δdr を使って部分積分して

δS0 = m

∫
vδds = m

∫
vet · dδr = −m

∫
dv · δv = 0 (3.3.21)

より v = const. としても同様である。
モーペルテュイの原理は幾何光学におけるフェルマーの原理に対応するものである。
フェルマーの原理では n = c

v > 1 を物質の屈折率として

δ

∫
nds = 0 (3.3.22)

を要請する。ここに c は真空中の光速度、v < c は物質中の光速度である。(3.3.23) の
L =

∫
nds は光行路といわれ、光が同じ時間の間に物質ではなく真空の中を走ったと仮

定した時の距離である。すなわちフェルマーの定理は、光がその周りで最小の光行路を取
る様に伝搬するということを表わす。あるいは同じことだが T = L/c として δT = 0 と
しても定式化できる。この場合は最少時間の原理で、光は二点を最短時間で伝わる経路に
沿って伝播するともいうことができる。フェルマーの定理を用いて、光の屈折に対する
スネルの法則を次の様にして証明することができる。光は質量を持った普通の粒子では
ないので、力学的問題の様な取扱いは出来ない。そこで今図 1 の様に二次元平面を考え、
y > 0 の上半平面は真空 y < 0 の下半平面は屈折率 n の物質とする。二点 (0, b), (L,−b)
を繋ぐ経路を考え、二点を x-軸上の点 (x, 0) と繋ぐ。この点を通る垂線から測った二直
線の角を図 1 の様に θ, θ′ とする。二直線の長さを ℓ =

√
x2 + b2, ℓ′ =

√
(L− x)2 + b2

として L(x) = ℓ+ nℓ′ にフェルマーの定理を適用すると

δL(x) = δℓ+ nδℓ′ =

[
x

ℓ
− n

L− x

ℓ′

]
δx

= [sin θ − n sin θ′] δx = 0 (3.3.23)
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ここからスネルの法則
sin θ

sin θ′
= n (3.3.24)

が得られる。
一般にはラグランジアンの kinetic-energy part は一般座標の時間微分の二次形式であ
る。(3.1.28) の potential-energy part が時間に陽に依存しない場合には、(3.1.29) のハ
ミルトニアンは保存されるエネルギー E に等しいとおけるから微分の関係式を積分して

dt =

√∑
i,j αi,j(q)dqidqj

2(E − U(q))

t− t0 =

∫
t0

√
αi,j(q)dqidqj
2(E − U(q))

(3.3.25)

が得られる。また (3.3.1) の簡約化された作用は (3.3.19) のはじめの式を使って

S0 =

∫ ∑
i

pidqi =

∫ ∑
i,j

αi,j(q)q̇jdqi

=

∫ √
2(E − U(q))

∑
i,j

αi,j(q)dqidqj (3.3.26)

となる。(3.3.1) の作用をエネルギー E と最終点の時間 t1 = t の関数と考えて

S = S0(E)− E(t− t0)

S0(E) =

∫ ∑
i

pidqi (3.3.27)

とすると

δS =

[
∂S0(E)

∂E
− (t− t0)

]
δE − Eδt

∂S

∂E
=

∂S0(E)

∂E
− (t− t0)

∂S

∂t
= −E (3.3.28)

が得られる。一方、(3.3.26) を E で偏微分して (3.3.25) を使うと ∂S
∂E = 0 かつ δS =

−Eδt が得られる。

43



3.3.1 ハミルトン-ヤコビ方程式
(3.2.28) を導いた時の様に作用 S = S(q, t) を q と t の関数と考えると、pi =

∂S
∂qi
よ

り (3.2.27) は
∂S

∂t
+H

(
qi,

∂S

∂qi
, t

)
(3.3.29)

と書ける。ここに qi 等は q1, q2, · · · 等を示すものとする。この式はハミルトニアン
H(q, p, t) が与えられた時に、S(q, t) を定数項の不定性を除いて決定する方程式を与えて
いる。特に、ハミルトニアンが時間に依存しない時はエネルギー E は保存されて (3.3.28)

より
H

(
qi,

∂S0

∂qi

)
= E (3.3.30)

が得られる。この時 S0 = S0(q) かつ S(q, t) = S0(q)− Etである。(3.3.29) や (3.3.30)

をハミルトン-ヤコビ方程式という。ハミルトン-ヤコビ方程式は幾つかの問題について、
それらを変数分離の方法によって解く一つの方法を与える。今 (3.3.30) である特定の
i に対して qi と ∂S0

∂qi
だけが φi

(
qi,

∂S0

∂qi

)
の形で含まれているとする。i 以外の添字を

j ̸= i として (3.3.30) は

H

(
qj ,

∂S0

∂qj
, φi

(
qi,

∂S0

∂qi

))
= E (3.3.31)

である。今
S0(q) = S0

res(qj) + S0i(qi) (3.3.32)

を仮定して 1 階の常微分方程式

φi

(
qi,

dS0i(qi)

dqi

)
= αi (3.3.33)

が求められたとする。残りは

H

(
qj ,

∂S0
res

∂qj
, αi

)
= E (3.3.34)

で新しいパラメータ αi を含むより簡単な n − 1 個の qj の偏微分方程式となっている。
この過程を「変数分離」という。これを更に繰り返すことができると仮定すると

S0(q) =
∑
i

S0i(qi)

φi

(
qi,

dS0i(qi)

dqi

)
= αi

H (α1, α2, · · · , αn) = E (3.3.35)
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が得られる。pi = ∂S
∂qi

であるから (3.3.35) の最後の式はハミルトニアンを
q1, · · · , qn, p1, · · · , pn で表わしたものになっている。 特別の場合として、ハミルトニ
アン H(q, p) が qi 依存性を持たない場合一般座標 qi を循環座標というが、この時は
(3.3.33) で φi(pi) = pi と選ぶことができる。そうすると αi = pi で (3.3.32) は

S0(q) = piqi + S0
res(qj) (3.3.36)

となる。
三次元極座標におけるポテンシャル問題の例として U(r, θ) = a(r) + b(θ)

r2 の時を考え
よう。ハミルトニアンは (3.1.15) より

pr = mṙ, pθ = mr2θ̇, pφ = m(r sin θ)2φ̇

d

dt
mṙ = −∂U(r, θ)

∂r
= −da(r)

dr
+

2b(θ)

r3

d

dt
mr2θ̇ = −∂U(r, θ, φ)

∂θ
= − 1

r2
db(θ)

dθ
d

dt
m(r sin θ)2φ̇ = 0 nonumber (3.3.37)

H =

[
pr

2

2m
+ a(r)

]
+

1

r2

[
pθ

2

2m
+ b(θ)

]
+

pφ
2

2m(r sin θ)2
= E (3.3.38)

であるが、一般座標 φ は循環座標であり pφ はエネルギー E = H(p, q) と共に保存量で
ある。そこで簡約化された作用は

S0(q) = pφφ+ S0
res(r, θ) (3.3.39)

で与えられる。今簡単のために、特に興味のある pφ = 0 の時を考えると

pθ
2

2m
+ b(θ) = β (3.3.40)

として
pr

2

2m
+ a(r) +

β

r2
= E (3.3.41)

が得られる。そこでこれらから

pθ =
√

2m(β − b(θ))

pr =

√
2m(E − a(r)− β

r2
)

S0(r, θ) =

∫ √
2m(β − b(θ))dθ +

∫ √
2m(E − a(r)− β

r2
)dr (3.3.42)
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となる。特に b(θ) = 0 の時は pθ =
√
2mβ は保存されて

S0(r, θ) = pθθ + S0(r)

S0(r) =

∫ √
2m(E − a(r))− pθ2

r2
dr (3.3.43)

である。これは中心力場の場合である。(3.3.38) から pθ = mr2θ̇ = h は保存する角運動
量である。更に a(r) = −α

r の時は、以前ラグランジュ形式のところで議論したケプラー
問題である。
もう一つの例として放物線座標系におけるポテンシャル問題を考える。図のように円筒
座標 (ρ, φ, z) と放物線座標 (ξ, η, φ) をとると相互の変換は

z =
ξ − η

2
, ρ =

√
ξη (3.3.44)

ここに ξ, η > 0 である。ξ か η が一定の時、z = (1/2)(ξ−ρ2/ξ) や z = (1/2)(ρ2/η− η)

は z-軸を回転軸とする放物線回転体をなしている。また三次元動径座標を r とすると
r =

√
ρ2 + z2 = ξ+η

2 なので

ξ = r + z , η = r − z (3.3.45)

である。そこでラグランジアンは

L =
m

2

(
ρ̇2 + (ρφ̇)2 + ż2

)
− U

=
m

8

[
(ξ + η)

(
ξ̇2

ξ
+

η̇2

η

)
+ 4ξηφ̇2

]
− U(ξ, η, φ) (3.3.46)

であり、一般運動量は

pξ =
m

4

ξ + η

ξ
ρ̇

pη =
m

4

ξ + η

η
η̇

pφ = mξηφ̇ (3.3.47)

であるので、ハミルトニアンは

H =
2

m

[
1

ξ + η

(
ξpξ

2 + ηpη
2
)
+

1

4ξ eta
pφ

2

]
+ U(ξ, η, φ) (3.3.48)

となる。ここで特に興味のあるのはポテンシャルが

U(ξ, η, φ) =
a(ξ) + b(β)

ξ + η
=

a(r + z) + b(r − z)

2r
(3.3.49)
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の場合である。この時 φ は循環座標だから pφ はエネルギー E = H(q, p) と共に保存さ
れる。そこで (3.3.48) で m(ξ + η) を全体にかけて

m(ξ + η)E =

(
2ξpξ

2 +ma(ξ) +
1

2ξ
pφ

2

)
+

(
2ηpη

2 +mb(η) +
1

2η
pφ

2

)
(3.3.50)

が得られる。これを

2ξpξ
2 +ma(ξ)−mξE +

1

2ξ
pφ

2

= −
(
2ηpη

2 +mb(η)−mηE +
1

2η
pφ

2

)
= β (3.3.51)

とおくと

pξ =

√
mE

2
+

β

2ξ
− ma(ξ)

2ξ
− pφ2

4ξ2

pη =

√
mE

2
− β

2η
− mb(η)

2η
− pφ2

4η2
(3.3.52)

より結局

S = −Et+ pφφ

− +

∫ √
mE

2
+

β

2ξ
− ma(η)

2ξ
− pφ2

4ξ2
dξ

+

∫ √
mE

2
− β

2η
− mb(η)

2η
− pφ2

4η2
dη (3.3.53)

が得られる。ここに E, β, pφ は任意定数である。

3.4 Maxwell-Boltzmann 分布
上に述べたように、古典的運動を指定する状態変数は座標と速度、あるいは座標と運動
量である。ここでは質量 m の粒子 N 個からなる理想気体を考え、前回気体分子運動論
のところで導いた諸公式を古典統計力学からもう少し厳密に導くことを試みる。今 N 個
の粒子は辺の長さ L、体積 V = L3 の立方体の中に閉じ込められていて、粒子は相互に
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相互作用しないと仮定する。長い時間の間に粒子は何回も衝突を繰り返した結果既に系は
熱的平衡状態に達しており、一粒子の確率分布により系の状態は完全に決まっていると仮
定する。一粒子の座標を r、運動量を p としてその確率分布を f(r,p)≧ 0 で表わし、こ
れを粒子の (古典的) 分布関数という。(r,p) からなる位相空間の中で、代表点 (r,p) は
一粒子の古典的状態を表し、その運動は一つの軌跡として表わされる。異なる曲線はお互
いに交わることがなく、それらは粒子の初期状態によって完全に決定される。粒子が位相
空間の何処かにあるという条件 (規格化条件)は∫ ∫

V

f(r, r)dr dp = 1 (3.4.1)

で表すわされる。粒子の空間的分布は体積 V の立方体の中で一様だと仮定しているので、
f(r,p) = (1/V )f(p) である。今興味があるのは f(p) で、それは∫

f(p)dp = 1 (3.4.2)

で規格化されている。f(r) = f(px, py, pz) の関数であるが、分布は p の三次元空間の中
で等方的と仮定されるので、それは p2 = px

2 + py
2 + pz

2 だけの関数である。あるいは
p2 の代わりに運動エネルギー ε = 1

2mp2 を使うと

F (ε) = F

(
1

2m
(px

2 + py
2 + pz

2)

)
= f(px, py, pz) (3.4.3)

である。ここで、確率論の基礎原理である次の命題を用いる。すなわち「事象 A の起き
る確率を pA, 事象 B の起きる確率を pB とする時、これらの事象になんら相関がなく独
立事象ならば、事象 AB あるいは BA が続けて起きる確率は pAB = pBA = pApB で
与えられる。」これを用いると x- 方向に運動量が px から px + dpx の間にある確率を新
しく φ(px)dpx として f(px, py, p)dpxdpydpz = (φ(px)dpx) × (φ(py)dpy) × (φ(pz)dpz)

であることより
f(px, py, pz) = φ(px)φ(py)φ(pz) (3.4.4)

が得られる。これを (3.4.3) と等しいとおいてそのあと、py = pz = 0, pz = px = 0,

px = py = 0 とおくと

F (εx) = f(px, 0, 0) = φ(px)φ(0)φ(0)

F (εy) = f(0, py, 0) = φ(0)φ(py)φ(0)

F (εz) = f(0, 0, pz) = φ(0)φ(0)φ(pz) (3.4.5)

48



が得られる。ここに εx = 1
2mpx

2, · · · である。そこで φ(0) = a とおくと、φ(px) =

a−2F (εx), · · · より、これらを (3.4.3), (3.4.4) に代入して

F (ε) = F (εx + εy + εz)

= a−6F (εx)F (εy)F (εz) (3.4.6)

が得られる。ここから F (ε) の関数形を決定することができる。すなわち、(??) を εy で
微分してそのあと εy = εz = 0 とおくと

F ′(εx) = −βF (εx) (3.4.7)

が得られる。ここに β = −a−6F ′(0)F (0) とおいた。この微分方程式を解き、そのあと
εx → ε とすると

F (ε) = Ce−βε (3.4.8)

となる。ここに ε → ∞ の時 F (ε) → 0 とならなければいけないという物理的要請から
β > 0 がわかる。実際あとで見る様に

β =
1

kT
(3.4.9)

である。ここに T は絶対温度、k はボルツマン係数である。結局 f(p) = F (ε) =

Ce−βε = Ce−β(εx+εy+εz) あることが分かった。これを (3.4.2) にしたがって規格化する
と、積分公式 ∫ ∞

0

e−x2

dx =

√
π

2∫ ∞

−∞
e−ax2

dx =

√
π

a
(a > 0)∫ ∞

−∞
e−β px

2

2m dpx =

(
2mπ

β

) 1
2

(3.4.10)

を用いて
f(p) =

1

(2πmkT )3/2
e−

p2

2mkT (3.4.11)

となる。これをマクスウェル-ボルツマン分布 (Maxwell-Boltzmann distribution) と
いう。
一粒子の運動エネルギーの平均値 < ε > は f(r) の規格化の式 (3.4.2) を多少変形して

< ε >=

∫
p2

2m
f(p)dp (3.4.12)
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を計算すれば良い。これを要領よく行なう方法は (3.4.11) を

Z(β) =

∫
e−βεdp =

(
2πm

β

)3/2

(3.4.13)

と書き
< ε >= − 1

Z(β)

∂

∂β
Z(β) = − ∂

∂β
logZ(β) (3.4.14)

を計算すれば良い。(3.4.13) より簡単に、− logZ(β) = (3/2) log β + const. より β につ
いての微分は (3/2)(1/β) = (3/2)kT となる。結局 (3.4.12) は

< ε >=
3

2
kT (3.4.15)

となる。また理想気体の全運動エネルギー、つまり内部エネルギーは

U = N < ε >= N
3

2
kT =

3

2
nRT (3.4.16)

となって以前の結果と一致する。ここに R = kNA は気体定数、n = N/NA は粒子数を
アボガドロ数を単位として測ったモル数である。ここから定積モル比熱は CV = (3/2)R

となる。また、理想気体の状態方程式を得るには、再び x-方向の運動量変化 2px を用い
て 1 秒あたりの衝突回避 vx/(2L) を掛け x = L の壁にかかる圧力を計算すると、全 N

粒子に対して P = N2px(1/L
2)vx/(2L) = (N/V )px

2/m = (N/V )(p2/3m より p2 を
< 2mε > に置き換えて (3.4.15) を使うと

PV = N
2

3
< ε >= NkT = nRT (3.4.17)

と以前の結果となる。

3.5 ボルツマン方程式と H 定理
ここでは、理想気体が熱平衡に達するまでの状態を記述する輸送方程式の一つであるボ
ルツマン方程式とそこから導かれる H-定理について簡単に述べる。これまでと同様、簡
単のために分子は質量 m を持った或る単原子分子で二原子分子の時のように分子の回転
の自由度や振動の自由度はなく、並進自由度のみであると考える。一粒子の分布関数は熱
平衡性を仮定しないので必ずしも f(r,p)≧ 0 である必要はないが、原理的にはそれが満
たす方程式を初期条件をつけて解いてはじめて証明されるべきものである。しかしなが
ら、ここで考えている分布関数は単位体積あたりに含まれる古典的運動粒子の分布であ
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り、一つ一つの分子の量子力学的振る舞いを追跡するものではない。理想気体は分子間の
衝突をほとんど無視できるくらいに希薄であるが、単位体積あたりの粒子数はアボガドロ
数に匹敵するほどの充分な粒子数を含んでいるものと考える。その意味でここで考える
一粒子分布関数は古典的数密度であり、実質的に常にゼロか正であるとして良い。つま
り f(t, r,p)≧ 0 として、かつ時間に陽に依存するとする。ここでは時間変数 t をはじめ
に書き、また多数の粒子を統計的に取り扱うのでこれまでとは多少規格化の方法を変え
以下の様に規格化する。またこの節では、簡単のために以下のような notation を使う。
Γ = p, dΓ = dp = dpxdpydpz, dV = dr = dxdydz として

n(r, t) =

∫
f(t, r,p)dp =

∫
f(t, r,Γ)dΓ

N =

∫
n(r, t)dV (3.5.1)

すなわち N は体積 V 内の粒子数、n(r, t) は数密度の分布関数、mn(r, t) = ρ(r, t) が普
通の密度関数である。従って、分布関数 f = f(t, r,Γ) に dΓ をかけた数密度 n = fdΓ

は 1/cm3 の単位を持っており、単位体積あたりの粒子数を表わす。
一粒子分布関数 (あるいは一体分布関数ともいう) f = f(t, r,Γ) の時間全微分は、ハミ
ルトン方程式の解をもちいて

df

dt
=

∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
+

F

m
· ∂f
∂v

(3.5.2)

と表わされる。ここに F = mv̇ は一粒子に働く力である。熱平衡系におけるリウヴィル
定理 (3.2.60) はここでは

df

dt
= 0 (3.5.3)

によって表わされる。このことは次の様にして分かる。6 次元位相空間内の代表点の軌跡
があたかも非圧縮性流体の速度ベクトルの様に振る舞うということは、(qi, pi) をあたか
も 6 次元座標の如く考えて (q̇i, ṗi) を速度ベクトルとして次の連続の式を満たすというこ
とである。

∂f

∂t
+
∑
i

[
∂fq̇i
∂qi

+
∂fṗi
∂pi

]
= 0 (3.5.4)

ここで左辺第二項目は

左辺第二項目 =
∑
i

[
∂f

∂qi
q̇i +

∂f

∂pi
ṗi

]
+f
∑
i

[
∂q̇i
∂qi

+
∂ṗi
∂pi

]
(3.5.5)
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で、更にこの二項目の [· · · ] 内でハミルトン方程式を使うと

[· · · ] = ∂

∂qi

∂H

∂pi
− ∂

∂pi

∂

∂qi
= 0 (3.5.6)

となるから (3.5.4) は
df

dt
=

∂f

∂t
+
∑
i

[
∂q̇i
∂qi

+
∂ṗi
∂pi

]
= 0 (3.5.7)

となる。
(3.5.3) はまた次の様にして証明することもできる。まずリウヴィル定理 (3.2.60) は熱
平衡にある理想気体の位相空間 drdΓ 内の代表点の数が一定であることと理解される。
すなわち t の時の粒子数を f(t, r,Γ)drdΓ とすると、粒子の軌道に沿っての時間と代表
点の変化 t′ = t + dt, r′ = r + dr = r + vdt,Γ′ = Γ + dΓ = Γ + F dt における粒子数
f(t′, r′,Γ′)dr′dΓ′ は

f(t′, r′,Γ′)dr′dΓ′ − f(t, r,Γ)drdΓ = 0 (3.5.8)

を満たす。そこで [· · · ] = 0 つまり (3.5.3) が得られる。(証明終わり)

系が熱平衡にない時には (??) はもはや成り立たない。その時には粒子間の衝突が起こ
り系はもはや一体分布関数だけでは記述しきれず、二体・三体 · · · 相関関数が必要であ
る。ここではそうした一般論に立ち入ることはせず、粒子間の弾性衝突によって一体分布
関数が変更を受ける仕組みを考えることにする。すなわち (3.5.2) で ∂f

∂t の項を粒子衝突
による一体分布関数 f(t, r,Γ) の変化を表わす項と考えこれを衝突項 (collision term) と
いい Stf で表わす。すなわち

∂f

∂t
|coll = Stf (3.5.9)

これを使って (3.5.1) を
∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
+

F

m
· ∂f
∂v

= Stf (3.5.10)

と書き、これを輸送方程式 (transport equation) という。衝突項の取り方によって様々
な輸送方程式があり、以下で議論するボルツマン衝突項をもつボルツマン方程式はその一
つである。特に Stf = 0 の時は無衝突ボルツマン方程式、あるいはブラソフ方程式 (ある
いはリウヴィル方程式) と呼ばれる。
一体分布関数 f = f(t, r,Γ) に対して

(Stf)dV dΓ =
df

dt
dV dΓ (3.5.11)
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は位相空間 dV dΓ に含まれる粒子数の単位時間あたりの変化を表わす。状態 (r,p) ∈
dV dΓ にある粒子が p1 ∈ dΓ1 にある粒子と弾性衝突して新しく dΓ′, dΓ1

′ にある運動
量 p′,p1

′ に移ったとすると、二体散乱問題の性質から素過程について運動量の保存則
p+ p1 = p′ + p1

′ とエネルギー保存則 ε+ ε1 = ε′ + ε1
′ が成り立つ。ここに ε = p2

2m 等
である。二体散乱問題の素過程の遷移確率を w = w(Γ′,Γ1

′; Γ,Γ1) ≧ 0 と書いてこれを
散乱衝突 Γ,Γ1 → Γ′,Γ1

′ の遷移確率という。これに終状態の微少状態要素 dΓ′dΓ1
′ を掛

けて w(Γ′,Γ1
′; Γ,Γ1)dΓ

′dΓ1
′ を作ると、これは cm3/s の単位を持っていることが後で分

かる。一方、 f = f(t, r,Γ) として fdΓ は位置 r にある微少運動量領域 dΓ 内の粒子の
単位体積あたりの粒子数であり単位 1/cm3 を持つ粒子密度であるから、この入射粒子密
度と標的粒子密度 f1dΓ1 (ここに f1 = f(t, r,Γ1)) を更に掛けると

ff1w(Γ
′,Γ1

′; Γ,Γ1)dΓdΓ1dΓ
′dΓ1

′ (3.5.12)

は単位時間・単位体積あたりに起きる散乱衝突 Γ,Γ1 → Γ′,Γ1
′ の回数である。

衝突問題は普通、原点に静止した一散乱中心に対して密度 ρ, 速度 v をもつ一様な流れ
の密度 j = ρv の入射ビームを照射した時、とにかく衝突が起きた単位時間あたりの粒子
数 Ṅ = dN

dt を使って

dσ =
Ṅ

|j|
(3.5.13)

で表わされる微分断面積を用いて定式化される。微分断面積の単位は cm2 の単位をもつ。
そこで二体散乱素過程の遷移確率に入射粒子密度 ρ = fdΓ を掛けて

Ṅ = (fdΓ)w(Γ′,Γ1
′; Γ,Γ1)dΓ

′dΓ1
′ (3.5.14)

とすると、これを j = ρv の大きさで割ったものが散乱微分断面積となる。ただし今の場
合、標的粒子も速度 v′ で動いているため j の中の v を相対速度 v − bv1 と変えておか
ねばならない。結局 (3.5.13) は

dσ =
w(Γ′,Γ1

′; Γ,Γ1)dΓ
′dΓ1

′

|v − v1|
(3.5.15)

となる。
二体散乱過程 Γ,Γ1 → Γ′,Γ1

′ に対する遷移確率 w(Γ′,Γ1
′; Γ,Γ1) はその定義から直

接導かれるいくつかの対称性を持つ。まず (??) で入射粒子と標的粒子を入れ替えると
Γ,Γprime↔ Γ1,Γ1

′ より ff1 と微少積分要素は不変だから

w(Γ′,Γ1
′; Γ,Γ1) = w(Γ1

′,Γ′; Γ1,Γ) (3.5.16)
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が成り立つ。また (3.5.15) を終状態で積分して全散乱断面積を作ると

σ =

∫ ∫
w(Γ′,Γ1

′; Γ,Γ1)dΓ
′dΓ1

′

|v − v1|
(3.5.17)

は cm2/sの次元を持っており、それは粒子の大きさや相互作用のレンジに関係した量であ
り一般には重心系における入射エネルギー Einc = m

4 |v− v1|2 = 1
m |(p− p1)/2|2 の関数

である。そこで (3.5.17)の遷移確率は相対運動量 prel = (p−p1)/2, prel
′ = (p′−p1

′)/2

を用いて
w(Γ′Γ1

′; Γ,Γ1) = w(p′
rel;prel) (3.5.18)

と表わされる。この表示では (3.5.16) は

w(p′
rel;prel) = w(−p′

rel;−prel) (3.5.19)

と表わされる。また (3.5.15) で dΓdγ1
′ = dpp1 = prelP より全運動量 P で積分すると

dσ =
w(p′

rel;prel)dp
′
rel

|v − v1|
(3.5.20)

となる。
二体散乱過程 Γ,Γ1 → Γ′,Γ1

′ に対する遷移確率 w(Γ′,Γ1
′; Γ,Γ1) は種々の基本的保存

則に基づく幾つかの対称性を持っている。古典力学や強い相互作用のもつ時間反転対称性
やパリティー反転に対する不変性は散乱・反応過程に「個別釣り合いの原理」という重要
な対称性に導く。時間反転に対して始状態と終状態は互いに入れ替わるが、その時運動量
も p → −p と符号を変える。そこで更にパリティー反転を施すと運動量の符号は元へ戻
る。そこで、TP 変換に対する不変性から導かれる「個別釣り合いの原理」は今の場合

w(Γ′,Γ1
′; Γ,Γ1) = w(Γ,Γ1; Γ

′,Γ1
′) (3.5.21)

と表わされる。もう一つの対称性は量子力学的散乱過程の確率の保存、S-行列のユニタリ
テイーに関係している。全散乱断面積は (3.5.15) を全終状態で積分して

σ =

∫ ∫
w(Γ′,Γ1

′; Γ,Γ1)dΓ
′dΓ1

′

|v − v1|
(3.5.22)

で与えられる。量子力学的散乱過程の記述の一般論によれば、全散乱断面積は確率の保存
の結果として次の光学定理 (Optical theorem) を満たす。

σ =
4π

k
ℑmf(0) (3.5.23)
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すなわち、全散乱断面積は前方散乱振幅 f(0) の虚数部で表わされる。そこでこれを
(3.5.17) で表わすと Γ,Γ1 を始状態とする全散乱断面積 σ(Γ,Γ1) に対して

|v − v1|σ(Γ,Γ1) = 4π
ℏ
m
ℑmf(p,p1;p,p1) (3.5.24)

となるはずである。特に、p = p1 の時は散乱が起こらないことを表わす。しかしながら
この様な議論は今考えている古典力学的散乱過程に対しては (古典力学では量子力学的
散乱振幅の概念が存在しないことを考えると) 多少無理があるかも知れない。(古典力学
では確率の保存は結局粒子数の保存に帰着する。) 光学定理は S-行列のユニタリテイー
SS† = S†S = 1 に対応している。ここから∑

n ̸=i

|Sn,i|2 =
∑
n ̸=i

|Si,n|2 for ∀i (3.5.25)

が成り立つ。ここでは、この関係式に関係してリフシッツ・ピターエフスキー著「物理的
運動論」で述べられている次の式を引用するにとどめる。∫ ∫

w(Γ′,Γ1
′; Γ,Γ1)dΓ

′dΓ1
′ =

∫ ∫
w(Γ,Γ1; Γ

′,Γ1
′)dΓ′dΓ1

′ (3.5.26)

この式は「個別釣り合いの原理」(3.5.16) からも導くことができる。
(3.5.12) を dΓ1dΓ

′dΓ1
′ で積分し dV を掛ければ、単位時間当たりに状態 Γ ∈ dΓ から

衝突によつて失われる粒子数となって、(3.5.11) で表わされる粒子数変化 (減少) に対応
する。従って　 ∫ ∫ ∫

ff1w(Γ
′,Γ1

′; Γ,Γ1)dΓ1dΓ
′dΓ1

′ (3.5.27)

は Stf の粒子数の減少分を与える。一方逆過程は dΓ に流れ込む粒子数を表し、それは∫ ∫ ∫
f ′f1

′w(Γ,Γ1; Γ
′,Γ1

′)dΓ1dΓ
′dΓ1

′ (3.5.28)

によって表わされる。結局 Stf の表式として

Stf =

∫ ∫ ∫ (
f ′f1

′w(Γ,Γ1; Γ
′,Γ1

′)− ff1w(Γ
′,Γ1

′; Γ,Γ1)
)

dΓ1dΓ
′dΓ1

′ (3.5.29)

が得られる。ここに減少する方の積分で ff1 は Γ′,Γ1
′ に依存しないからこれらの変数の

積分を (3.5.21) を使って書き換えることができる。更に「個別釣り合いの原理」(3.5.16)

を使うと最終的に

Stf =

∫ ∫ ∫ (
f ′f1

′ − ff1
)
w(Γ′,Γ1

′; Γ,Γ1)dΓ1dΓ
′dΓ1

′ (3.5.30)
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が得られる。これをボルツマンの衝突項という。これは散乱断面積 (3.5.15) を用いて

Stf =

∫ (
f ′f1

′ − ff1
)
vreldσdΓ1 (3.5.31)

とも書かれる。ここに vrel = |v − v1| である。
特に熱平衡状態については (3.5.25)-(3.5.26) の分布関数 f(t, r,Γ) に対しては前節
の Maxwell-Boltzmann 分布 (3.4.11) が成り立つ。そこで弾性散乱のエネルギー保存則
ε+ ε1 = ε′ + ε1

′ を使って

f ′f1
′ − ff1 → f0′f01

′ − f0f01

= const×
(
e−

ε′
kT e−

ε1
′

kT − e−
ε

kT e−
ε1
kT

)
= 0 (3.5.32)

が成り立つ。このことは、熱平衡状態では状態 Γ に入る粒子数と散乱によって失われる
粒子数が釣り合っていて結果として無衝突ボルツマン方程式の条件が満たされていること
を表わしている。
ボルツマン方程式から出発して、熱力学のエントロピー増大の法則に古典的に対応する
と考えられるボルツマンの H-定理を導くことができる。まず分布関数 f = f(t, r,Γ) を
利用して

S =

∫
f log

e

f
dV dΓ (3.5.33)

という量を作る。この時間微分をとると
∂

∂t
f log

e

f
= − log f

∂f

∂t
(3.5.34)

を使って、更に (3.5.10) を使うと

S = −
∫

(log f)
∂f

∂t
dV dΓ

= −
∫

(log f)

[
(St f)− v · ∂f

∂r
− F

m
· ∂f
∂v

]
dV dΓ (3.5.35)

ここに [· · · ] 内の衝突項以外の部分の寄与は (3.5.34) と同様の式を用いて

−
∫
(log f)

[
−v · ∂f

∂r
− F

m
· ∂f
∂v

]
dV dΓ

=

∫ [
v · ∂

∂r
+

F

m
· ∂

∂v

]
f log

f

e
dV dΓ (3.5.36)
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だが、一項目で dV 積分をまず実行すると気体の存在する境界で f log f
e → 0 よりゼロと

なる。また二項目についても |p| → ∞ を考えることにより同様にゼロとなる。結局

S = −
∫

(log f)(St f)dV dΓ (3.5.37)

が得られる。
(??) を計算するために、より一般的に積分∫

φ(Γ)(St f)dΓ (3.5.38)

を考える。衝突項の表式 (3.5.29) を用いると∫
φ(St f)dΓ =

∫
φ
(
f ′f ′f1

′w′ − ff1w
)
d4Γ (3.5.39)

ここに φ = φ(Γ), w′ = w(Γ,Γ1; Γ
′,Γ1

′), w = w(Γ′,Γ1
′; Γ,Γ1), d

4Γ = dΓdΓ1dΓ
′dΓ1

′ と
略記した。(3.5.39) の右辺二項目で Γ,Γ1 ↔ Γ′Γ1

′ と積分変数を入れ替えて更に w = w′

を使うと ∫
φ(St f)dΓ =

∫
(φ− φ′)f ′f ′f1

′wd4Γ (3.5.40)

が得られる。ここに φ′ = φ(Γ′) である。次に (3.5.40) を 2 で割っ y ておいて Γ,Γ′ ↔
Γ1,Γ1

′ の変換を行なって w の対称性 (3.5.16) を使って書き直してそれを足しておくと∫
φ(St f)dΓ =

∫
1

2
(φ+ φ1 − φ′ − φ1

′)f ′f ′f1
′wd4Γ (3.5.41)

が得られる。この公式の特別の場合として φ(Γ) = 1,p, ε = p2

2m をとると∫
(St f)dΓ = 0∫
p(St f)dΓ = 0∫
ε(St f)dΓ = 0 (3.5.42)

が得られる。ここに、二番目と三番目の式は衝突項の運動量保存とエネルギー保存の式に
よる。(3.5.43) を更に dV で積分して、(3.5.36) がゼロとなることを示した時と同じ議論
を用いると (St f) を ∂f

∂t で置き換えることができる。これらは、次で定義される全粒子
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数 、平均運動量、平均エネルギーが時間に依存せず一定であることを表わす。

N =

∫
fdV dΓ = 0

< p > =

∫
pfdV dΓ = 0

< ε > =

∫
εfdΓ = 0 (3.5.43)

(??) の計算に戻って φ(Γ) = − log f として dV で積分すると

=

∫
1

2

(
log

f ′f1
′

ff1

)
f ′f ′f1

′wdV d4Γ

=
1

2

∫
ff1w(x log x)dV d4Γ (3.5.44)

ここに x = f ′f1
′

ff1
とおいた。更に (3.5.39) で φ = 1 とおいて得られる∫

ff1w(x− 1)dV d4Γ = 0 (3.5.45)

を 2 で割って引くと

S =
1

2

∫
ff1w(x log x− x+ 1)dV d4Γ (3.5.46)

が得られる。ここに関数 x log x− x+ 1 は x = 1 で最小値 0 となり x≧ 0 で正となる。
(x = 0 で極限 1 をもつ。) そこで ff1≧ 0, w ≧ 0 より

S ≧ 0 (3.5.47)

が導かれる。ここに等号が成り立つのは x = 1、つまり ff1 = f ′f1
′ の時のみである。こ

れは熱平衡が成り立っている場合である。。

4 新しい粒子と放射性元素の発見
1895 年にレントゲンによって発見された X 線は電磁波の一種である事はすでに述べた
が、それ以後 1900 年代初頭に向けて多くの放射性物質の発見が相次いだ。1896 年ベッ
クレルはウラン塩からなんらかの放射線が出ていて、それが写真乾板を感光させることを
偶然に発見した。更に 1898 年にはキュリー夫妻がウラン塩よりも数万倍もの強い放射線
を出す天然の元素、ポロニウムとラジウムを発見した。これらの元素を放射性元素とい
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う。放射能 (radioactivity) という言葉は彼らの発案である。更に同じ頃、ラザーフォー
ドは放射性物質からは実は三種類の異なる放射線が出ていることを突き止め、それらをア
ルファ線 (α-線)、ベータ線 (β-線)、ガンマ線 (γ-線)と名づけた。(図 1 参照)

図 1: α, β, γ-線の磁場による影響
これらの放射線が混ざったものを磁場の間にくぐらすと、図 1 の様に三つの飛跡に分か
れる。これは放射線を作っている粒子が電荷 q を帯びており、磁場の中で電磁気学のとこ
ろで学んだローレンツ力 F = (q/c)[v ×B] を受けるためである。詳細な分析によって、
大きく曲がる粒子は 1897 年にトムソンによって発見された電荷 q = −e を持つ軽い粒子
である電子、反対側に緩やかに曲がる粒子は電荷 q = 2e を持つ重い粒子である He4 の
原子核であることが明らかになった。更に真っ直ぐに進む粒子は電荷を持たない X 線に
似た電磁波の一種でガンマ粒子と名づけられた。ガンマ粒子はガンマ線ともいわれるが、
X 線に比べてその波長が極端に小さくエネルギーが大きい極めて粒子的性格の強い電磁
波である。　トムソンが電子を発見した時、彼は原子模型として正の電荷を持ったスープ
に負の電荷を k 持った電子を散りばめたいわゆるブドウパンの様なものを想定していた
が、1904 年長岡半太郎はそれに対して原子核の周りに電子が土星の輪の様に回るいわゆ
る土星型原子模型を提唱した。1911 年に至ってラザーフォードと彼の協力者によって明
らかにされた原子構造は、中心に位置する重くて小さい原子核のはるか外側をめぐるいく
つかの電子という驚くべきものであった。ラザーフォード達は放射性物質から出る α-粒
子を金箔等の薄膜や酸素の気体等に照射する実験を繰り返し、ほとんどの場合 α-粒子は
標的を素通りするが、ほんの僅かの粒子は非常に大きな角度で跳ね返されることを発見し
た。(図 2 参照 ) 彼はこの様な状況は、中心に位置する非常に小さくて重い原子核によっ
てのみ説明し得ることを示した。
図 2: 原子核による α-粒子の散乱
もう一つの重要な放射線は 1932 年にチャドウィック (James Chadwick) により発見
された中性子ビームによるものである。中性子は電気的に中性で陽子とほぼ同じ質量を持
つ原子核の重要な構成要素である。中性子は単独では約 10 分の半減期で陽子と電子、反
中性微子 (anti-neutrino) に崩壊する放射性元素であるが、原子核の内部では安定に存在
する。これにより、陽子・中性子・電子と原子の基本的構成要素が揃ったことで陽子-中性
子間の力「強い相互作用」の研究から湯川の中間子論 (1935 年、湯川秀樹) が生まれ、こ
こに原子核・素粒子論という新しい研究分野が誕生した。放射性物質による核反応は「弱
い相互作用」と呼ばれ、イタリア人物理学者のフェルミ (Enrico Fermi、1928 年「ベータ
崩壊の理論」) によりその基礎が築かれた。
放射線の人体に対する影響は、近年福島における原子炉事故によって大きな社会的関心
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をよんでいる。放射線の主な影響は生物の細胞の中に入り込み、原子内の電子を弾き飛ば
すことにより電離作用を惹き起こす事である。図 3 にその概略を模式図として示すが、こ
れはあくまでも放射線のエネルギー強度が小さい場合の話で、原子爆弾の場合の様にとて
つもない大量の強い放射線が放出される場合には事情は全く異なってくる。しかしいずれ
の場合にも一番危険な放射線は中性子線で、それは弱い放射線であっても電荷を全く持た
ないために体内深く潜り込み原子核反応によって更に二次的な放射線を発生させる。この
様な放射線は細胞を破壊したり癌細胞化するだけでなく、遺伝子の配位を変え突然変異や
奇形を生む大変危険なものである。
図 3: 放射線の電離作用

5 特殊相対性理論
5.1 はじめに
1905 年アインシュタインは三つの論文を発表した。それらは 1) ブラウン運動の理論、

2) 光電効果について、3) 特殊相対性理論、の三つである。このうち近代物理学の発展
に決定的な役割を果たすと同時に現代においてもその価値が全く衰えないものは「相対
性理論」である。「特殊相対性理論」はニュートンの力学が不完全なものであることを示
すと同時に、真空中の荷電粒子の運動を根本原理から力学に組み込んだ電気力学として
Maxwell 方程式を基礎づけ、ファラディー以来の電磁気学を完成した点でまさにランダ
ウ-リフシッツ教程の「場の古典論」と呼び得るものである。
Maxwell 方程式の解として電磁波が発見されてからも、その波を伝える媒体は何かと
いうことは大きな問題であった。多くの物理学者がエーテルなるものを考えたが、その性
質は調べれば調べるほど奇妙キテレツなものであった。しかし、その解決は以外なとこ
ろから得られた。それがマイケルソン-モーリーによる光の速度の測定である。(1887 年、
Michelson-Morley) 彼らは精密な光干渉計を用いて地球の自転方向と地軸方向の光の速
さを測定し、それらがほとんど変わらないことを確かめた。アインシュタインは逆にこの
実験的事実から出発して、光の速さが全ての慣性系から見て一定であれば、ニュートンの
絶対時間の仮定を捨てざる得ないことを演繹的に導いた。彼によれば、我々の空間は時間
軸を四番目の座標軸とするいわゆるミンコフスキー計量 (metric) を持った四次元空間で
ある。ニュートンの力学を不変にするガリレイ変換に対してミンコフスキー空間における
ローレンツ変換は質量を始めとする不変量の新しい概念を通じてローレンツ共変性という
強力な物理法則の指導原理を得た。例えば、量子力学が生まれてすぐに特殊相対性原理に
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基づく相対論的量子力学が作られ、そこから電子がスピンという純粋に微視の世界の新
しい内部自由度が存在しなければならないということが導かれた。(Dirac 方程式、1928

年、Paul Dirac) アインシュタインはその後 1907 年から 1915 年にかけて重力理論を組
み込んだ一般相対性理論の完成に取り組み、その理論は現在の宇宙論の基礎となってい
る。その後、電磁相互作用と弱い相互作用が統合されたことを契機として、重力の量子論
と四つの基本的相互作用の統一を目指して超弦理論や大統一理論が精力的に研究されてい
るが最終的解決には未だ至っていない。

5.2 ガリレイ変換とローレンツ変換
Newton の第一法則である慣性の法則は慣性系の存在を仮定し、それが少なくとも一つ
存在すればそれに対して等速で運動する座標系は全て慣性系で、そこではニュートンの力
学法則が等しく成り立つことが示される。アインシュタインはこの慣性系間の座標変換を
ガリレイ変換と呼んだ。そこでは時間を測る時計は、全ての慣性系に対して共通で彼はこ
れを絶対時間と呼んだ。(図 1 参照)

K : x = (x, y, z)

K′ : x′ = (x′, y′, z′)

慣性系 · · · 運動方程式は不変
t = t′ 絶対時間

x = x′ + V t → v = v′ + V : Galilei 変換 (5.2.1)

これに対して、アインシュタインは「マイケルソン・モーリーの実験」結果 “光の速度
はどんな慣性系でみても一定” (c ∼ 3 × 1010 cm/s) から出発し、この様な結果を得るた
めにはどの様な座標変換を考えなければならないかを考察した。その結果、絶対時間 の
考え方を放棄するしかないことを見出した。彼によれば時間はスケールこそ違うが、一般
の空間座標と対等のもので慣性系にはそれぞれその座標系に結びついた独自の時計が存在
する。すなわち彼はガリレイ変換の三次元空間を

K : x = (x, y, z) : 非相対論→ xµ = (ct, x, y, z) = (ct,x) (5.2.2)

と四次元に拡張し、この座標変換をローレンツ変換と呼んだ。ここに µ = 0, 1 − 3 で
xµ を「反変ベクトル」という。この四次元ベクトル空間はユークリッド計量 (metric)

gi,j = δi,j (i, j = 1-3) を持つ三次元ユークリッド空間に似ているが、今度は 4 × 4 行列
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である次のミンコフスキー計量を導入しこのベクトル空間をミンコフスキー空間という。

(gµ,ν) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (5.2.3)

この計量により次ベクトル空間の内積が導入される。

(x, y) = txgy = xµgµνy
ν bilinear metric (5.2.4)

ここに簡単のため、ベクトルやテンソルに現れる上下の同じ添え字 (ここでは µ と ν) に
ついては常に和を取ることとし、これをローレンツベクトルの縮約という。またこのルー
ルは、 Einstein の規約と呼ばれている。(5.2.3) の metric gµν は xµ の添え字を上げ下
げする。すなわち、上で定義した反変ベクトル xµ に対して「共変ベクトル」を

xµ = (ct,x) (反変ベクトル) ←→ xµ = gµνx
ν = (ct,−x) (共変ベクトル)

(5.2.5)

で定義する。四元ベクトル xµ の長さは

(x, x) = txgx = xµgµνx
ν = xµxµ = xµx

µ ≡ x2 (5.2.6)

で表わされる。xµ を世界点といい、s2 = (×−y, x−y) から決まる s を世界間隔という。
特に、微少世界間隔に対しては (ds)2 = (dx)µgµ,ν(dx)

ν = (cdt)2− (dx)2− (dy)2− (dz)2

である。ミンコフスキー空間での新しい座標への座標変換を K′ : x′µ = (ct′, x′, y′, z′) と
して

xµ = aµν (x
′)ν −→ x = ax′ (5.2.7)

と書く。(5.2.4) の内積を不変にする様な変換を (Galilei 変換に対して) Lorentz 変換と
いう。
以下簡単のため、x-軸方向に一定速度 V で動く慣性系 K′ への Lorentz 変換を考え空
間一次元で µ = 0, 1 ((xµ) = (ct, x)) だけとする。つまり

g =

(
1 0
0 −1

)
(5.2.8)

と考える。x′ = ax が内積 (x, y) = txgy を不変にするという条件

(x, y) = (ax′, ay′) = t(ax′)g(ay′) = tx′(taga)y′ = tx′gy′ ← (x′, y′) (5.2.9)

から変換行列 a に
taga = g (5.2.10)
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の条件が付く。つまり
ta

(
1 0
0 −1

)
a =

(
1 0
0 −1

)
(5.2.11)

この事情はユークリッド空間における座標系の回転に似ている。その場合には g は単位
行列であり、不変量は空間ベクトルの大きさである。taa = 1 は行列 a が直交行列である
ことを表わす。すなわち、空間回転を表わす変換は直交変換である。つまり taa = 1 に対
しては

a =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
の (5.2.12)

ここに θ は座標系の回転角である。今の場合、ミンコフスキー metric だから (5.2.11) の
解は

a =

(
coshϕ sinhϕ
sinhϕ coshϕ

)
(5.2.13)

実際 (coshϕ)2 − (sinhϕ)2 = 1 より(
coshϕ sinhϕ
sinhϕ coshϕ

)(
1 0
0 −1

)(
coshϕ sinhϕ
sinhϕ coshϕ

)
=

(
coshϕ sinhϕ
sinhϕ coshϕ

)(
coshϕ sinhϕ
− sinhϕ − coshϕ

)
=

(
1 0
0 −1

)
(5.2.14)

となる。ここに ϕ はあとで g見るように V と tanhϕ = β = V
c で結び付いている。ま

た x = ax′ を具体的に書くと(
ct
x

)
=

(
coshϕ sinhϕ
sinhϕ coshϕ

)(
ct′

x′

)
(5.2.15)

あるいは

ct = (coshϕ)ct′ + (sinhϕ)x′ , x = (sinhϕ)ct′ + (coshϕ)x′ (5.2.16)

となる。この変換の不変量は

s2 = (ct)2 − x2 = (ct′)2 − (x′)2

= (cτ)2 (5.2.17)

であり s を世界間隔、τ を不変時間という。特に、K′ 系の原点を考えると、x′ = 0 より、
V = (x/t) を K 系における K′ 系の原点の速度として(

ct = (coshϕ)ct′

x = (sinhϕ)ct′

)
−→ V

c
= tanhϕ = β (5.2.18)
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と書くと、(coshϕ)2 − (sinhϕ)2 = 1 より (sechϕ)2 = (1/ coshϕ)2 = 1 − (tanhϕ)2 =

1− (V/c)2 そこで

sinhϕ =
β√

1− β2
= βγ

coshϕ =
1√

1− β2
= γ (> 1) (5.2.19)

となる。そこで β を γ で表すと 1− β2 = 1/γ2 より

β2 = 1− 1

γ2
=

γ2 − 1

γ2
β =

√
γ2 − 1

γ
(5.2.20)

が成り立つ。そこで x-軸方向のローレンツ変換 x = ax′ は (5.2.16) より(
ct
x

)
=

(
γ γβ
γβ γ

)(
ct′

x′

)
ct = γ(ct′ + βx′)
x = γ(βct′ + x′)

(5.2.21)

あるいは

t =
t′ + V

c2x
′√

1− V
c2

x =
x′ + V t′√
1− V

c2

(5.2.22)

となる。この式はアインシュタインに先立ってラーモア (1897 年) とローレンツ (1899

年、1904 年) により提案された。特に c→∞ の時

t = t′ , x = x′ + V t′ (5.2.23)

と Galilei 変換へもどる。
速度の合成の公式を得るには、(5.2.21) の微分をとって

dt = γ

(
dt′ +

β

c
dx′
)

dx = γ (βcdt′ + dx′) (5.2.24)
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より、v = (dx/dt) 、v′ = (dx′/dt) として

v =
βcdt′ + dx′

dt′ + β
c dx

′

=
v′ + βc

1 + β
c v

′

=
v′ + V

1 + V
c2 v

′ (5.2.25)

となる。すなわち、Galilei 変換の時の速度合成 (5.2.1) と比較して分母が 1 から変更を
受ける。ここから

v = v′ +

(
1−

(
v′

c

)2)
V

1 + V
c2 v

′

=
c2

v′

{
V +

v′

V
+

c2

v′

}
=

c2

v′

(
1 +

v′ − c2

v′

V + c2

v′

)

=
c2

v′
−

c2
((

c
v′

)2 − 1
)

V + c2

v′

(5.2.26)

特に V = c の時
=

v′ + c

1 + v′

c

= c (5.2.27)

また v′ → c の時に常に v = c (光速一定) となる。
ローレンツ変換の意味は (x, ct) 二次元平面で直線 ct = ±|x| によって領域を四つに分
けことによって明解になる。四次元ミンコフスキー空間におけるその様な円錐を 光円錐
(light cone) という。|ct| < |x| の領域を space-like、|ct| > |x| の領域を time-like とい
う。ローレンツ変換は space-like の世界点間の世界点だけを、time-like の世界点間の世
界点だけを結びつける。すなわち、二つの異なる領域の世界点間の世界点を結びつけるこ
とは出来ない。ct > |x| にある世界点は space-like 領域にある世界点からは絶対的に未来
にあり、ct < |x| にある世界点は絶対的に過去にある。(図 3 参照)

図 3: 2+1 次元空間における光円錐
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最後にローレンツ収縮 (Lorentz 収縮) と動いる座標系における時計の遅れについて述
べる。今 K 系を観測している座標系 (Lab 系という)、K′ 系を速度 V で動いている粒子
に結びついた座標系 (静止系: rest frame、あるいは重心系 cm 系という) として、静止系
で長さ ℓ0 の物体を Lab 系で測定するものとする。この時、長さ ℓ を測定するためには
Lab系で時間を揃えておかなければならない。つまり、(5.2.24) で dt = 0 として得られ
る関係式 dt′ = −β

c dx
′ を二番目の式に代入して dx|dt=0 = γ(1 − β2)dx′ = (1/γ)dx′ が

得られる。つまり
ℓ =

1

γ
ℓ0 =

√
1− β2ℓ0 (5.2.28)

すなわち、高速で飛翔している物体の長さはその進行方向の向きに縮んだように見える。
これを「ローレンツ収縮」という。近代的な大加速器で超高速に加速された例えば金の原
子核について、これは実験的に観測されている。(図 4 参照)

図 4: ローレンツ収縮
次に Lab 系における時計と静止系における時計の進行を比較するためには、cm 系の
同じ場所にある時計で比較しなければならない。そこで、(5.2.24) で dt′ = 0 として得ら
れる関係式 dt = γdt′ を一番目の式に代入して自然な結果 dx = γβcdt′ = V dt が得られ
る。例えば、崩壊粒子の静止系における半減期 (寿命) を τ とすると Lab 系での半減期
は t = γτ > τ であり、崩壊粒子の速度を V として粒子の生成場所から (V τ ではなし
に) V t > V τ だけ離れたところで崩壊する。このことは図 5 の様に、上空で発生した π−

中間子が半減期 τ = 2.6× 10−8 s ののち µ− 粒子に崩壊したあと、更に電子とニュート
リノに崩壊する過程を示した原子核乾板上の飛跡によっても確かめられている。
図 5: 写真乾板場での π 中間子の崩壊 π− → µ− + ν̄µ

5.3 四元ベクトルと不変量
線型空間論の一般論として、座標と同じ様に変換する物理量をベクトルという。K′ → K
に対する Lorentz 変換 x = ax′ (xµ = aµνx

′ν) に対して A = aA′ (Aµ = µ
νA

′ν) と変換
するベクトルを四元ベクトルという。まず「四元速度」は四元座標ベクトル xµ = (ct,x)

を不変

ds =
√

(cdt)2 − dx2 − dy2 − dz2 = cdt

√
1−

(v
c

)2
= cdt

√
1− β2 (5.3.1)
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で微分することによって得られる。すなわち uµ = (dxµ/ds) とすると u = au′ で

u0 =
dx0

ds
=

cdt

cdt
√
1− β2

=
1√

1− β2
= γ

u =
dx

ds
=

dx

cdt
√

1− β2
=

γ

c
v = γβ (5.3.2)

ここに、β = v/c である。そこで u = (u0,u) = (γ, γβ) であることが示される。u の不
変量は

u2 = γ2 − (γβ)2 = γ2(1− β2) =
1

1− β2
(1− β2) = 1 (5.3.3)

である。次に「四元加速度」はもう一度 ds で微分して

aµ =
duµ

ds
=

d2xµ

ds2
(5.3.4)

となる。ここで u2 = 1 より uµaµ = 0 or ua = 0 つまり四元速度と四元加速度は互いに
直交している。更に「四元運動量」は u に mc を掛けて

P = mcu = (mcγ,mcγβ) =

(
E

c
,p

)
(5.3.5)

を定義すると P 2 = (mc)2 すなわち質量 m は不変量で、エネルギー E と三次元運動量
p は

E = mc2γ =
mc2√
1−

(
v
c

)2
p = mcγβ =

mv√
1−

(
v
c

)2 (5.3.6)

で与えられる。p = Ev
c2 が成り立っている。四元運動量の不変量は

P 2 =

(
E

c

)2

− p2 = (mc)2

or

(
E

c

)2

= p2 + (mc)2 (5.3.7)
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である。ここで最後の式は、c = 1 の単位系をとって E2 = m2 + p2 と書くこともある。
非相対論的速度 |v| ≪ c に対して微少パラメータ (p/mc)2 で展開すると

E = c
√

(mc)2 + p2 = mc2
√

1 +
( p

mc

)2
∼ mc2

{
1 +

1

2

( p

mc

)2
+

1

2!

1

2

(
−1

2

)( p

mc

)4
+ · · ·

}
= mc2 +

p2

2m
− 1

8

p4

m3c2
+ · · · (5.3.8)

と非相対論的近似される。(5.3.7) は質量はローレンツ変換に対する不変量であり、(5.3.6)
は粒子の静止座標系 (p = 0 となる系: rest frame という) で mc2 がエネルギーを表わす
ことを示している。E = mc2 は質量がある条件のもとにはエネルギーに変わり得ること
を示し (質量欠損という)、アインシュタインの式としてあまりにも有名である。 質量が
ゼロの時 (m = 0) も (5.3.5) の四元運動量は

P =

(
E
c
,p

)
(5.3.9)

として成り立ち、P 2 = 0 かつ E = |p|c が成り立つ。光を粒子として見た光子の場合が
これに対応し、波としての角振動数を ω として E = ℏω, |p| = ℏω

c の関係がある。ここ
に ℏ = (h/2π) はプランク定数 (を 2π で割ったもの) である。 これを光量子という。こ
の場合光子は常に光速で飛翔し、静止系なるものは存在しない。言い換えれば、質量がゼ
ロの粒子のみ光速で飛び得る。有限の質量を持つ粒子を限りなく光速に近い速度で飛ば
すためには無限大のエネルギーを必要とする。また現在のところ負の質量を持った粒子
(Anion という) は知られていない。
次に、四元カレント (current) Jµ について考察する。密度 ρ は不変量ではないので

J = (ργ, ργβ) とすることはできない。dm = ρdxdydz が不変量である。今、x 方向への
運動を考えると Lorentz 収縮 dx|dt=0 = (1/γ) dx′ (K′ : body fixed 系 : dt = 0 の条件に
注意 ! 長さを測るためには、時間を揃えておかねばならない)より ρdx = ρ′dx′ → ρ = γρ′

である。そこで rest frame での密度を ρ′ = ρ0 として J = (ρc, ρv) とすると

J2 = ρ2
(
c2 − v2

)
= ρ2c2

(
1− β2

)
=

ρ2c2

γ2
= ρ0

2c2 (5.3.10)

つまり四元 current は普通の定義でよい。ρ0 (or ρ/γ) が不変量である
三次元空間における nabla ∇ (gradient) に対応する線型微分作用素は

∂µ =
∂

∂xµ
=

(
∂

c∂t
,
∂

∂x

)
(5.3.11)
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によって定義される。ここに、上付き添字 xµ に対して下付き添字 ∂µ が対応することは
重要である。添字の上げ下げのルールに従って

∂µ =
∂

∂xµ
=

(
∂

c∂t
,− ∂

∂x

)
(5.3.12)

である。∂µx
ν = δν

µ = δµν はユークリッド metric である。またミンコフスキー metric

は gµ,ν = δµ,ν , g
µ,ν = δµ,ν とも書ける。これらの定義を用いると、三次元における連続

の式は
∂µJ

µ =
∂ρc

c∂t
+

3∑
i=1

∂ρ(v)i
∂(x)i

=
∂ρ

∂t
+ div ρv = 0 (5.3.13)

と表わされる。
電磁気学におけるスカラーポテンシャル φ とベクトルポテンシャル A を組み合わせ
て、四元ポテンシャル A = (Aµ)を

A = (Aµ) = (φ,A) (5.3.14)

で定義する。ここでは常に電磁気学で導入した cgs-ガウス単位系を使うことにする。ロー
レンツ条件は

∂µA
µ =

1

c

∂φ

∂t
+ divA = 0 (5.3.15)

と表わされる。また四元ポテンシャルの運動方程式は、四元カレント Jµ を使って

□Aµ =
4π

c
Jµ (5.3.16)

と表わされる。ここに

□ = ∂µ∂
µ =

1

c2
∂2

∂t2
−∆ =

1

c2
∂2

∂t2
−

3∑
i=1

∂2

∂xi
2

(5.3.17)

はダランベリアンでローレンツ不変量である。(5.3.16) を成分で書くと

□φ = 4πρ

□A =
4π

c
j (5.3.18)

となる。ここに j = ρv である。(5.3.16) の様にローレンツ不変性が明解に示されている
形式は、運動方程式や種々の物理量の関係を簡潔に表わすために大変便利である。正しい
相対論的関係式は常にこの様な形式で書き下されなければならない。これをローレンツ共
変性という。
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ユークリッド空間の場合に習って、一般座標変換に対して座標と同じ様に変換する量を
テンソルという。ベクトルは一階のテンソル、スカラーはゼロ階のテンソルである。例
えば

Fµ,ν = ∂µAν − ∂νAµ (5.3.19)

を電磁場テンソルという。今の場合 Fµ,ν = −F ν,µ の性質を持つので、これを反対称テ
ンソルという。Fµ,µ = 0 と対角成分はゼロだから、四元反対称テンソルは全部で 6 つの
独立成分を持っている。具体的にこれらを書き下すと、電磁気学で学んだ様に

Fµ,ν =


0 1

c
∂Ax

∂t + ∂φ
∂x

1
c
∂Ay

∂t + ∂φ
∂y

1
c
∂Az

∂t + ∂φ
∂z

−∂φ
∂x −

1
c
∂Ax

∂t 0 −∂Ay

∂x + ∂Ax

∂y −∂Az

∂x + ∂Ax

∂z

−∂φ
∂y −

1
c
∂Ay

∂t −∂Ax

∂y +
∂Ay

∂x 0 −∂Az

∂y +
∂Ay

∂z

−∂φ
∂z −

1
c
∂Az

∂t −∂Ax

∂z + ∂Az

∂x −∂Ay

∂z + ∂Az

∂y 0



=


0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Hz Hy

Ey Hz 0 −Hx

Ez −Hy Hx 0

 (5.3.20)

となる。添字を下に移すと (µ, ν) = (0, i), (i, 0) 成分だけ符号を変えるから

Fµ,ν =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Hz Hy

−Ey Hz 0 −Hx

−Ez −Hy Hx 0

 (5.3.21)

となる。更に高階のテンソルも同様に定義される。

5.3.1 電気力学の基本方程式
電磁気学のところで既に学んだ様に、電気力学の基本方程式である Maxwell 方程式は
ゲージ変換について不変である。四元ポテンシャルの言葉では、ゲージ変換はあるスカ
ラー関数 f(x) を用いて

Aµ = A′µ − ∂µf (5.3.22)

と表わされる。これにより、ローレンツ条件 ∂µA
µ = 0 (see (5.3.15)) は常に成り立つ様

にすることができる。そこで、四元ポテンシャルの運動方程式 (5.3.16) はゲージ変換に
対して不変である。またゲージ変換 (5.3.22) に対して、電磁場テンソル (5.3.19)-(5.3.21)

も全て不変である。
ローレンツ条件と四元ポテンシャルの運動方程式を用いると、(5.3.19) から

∂µF
µ,ν =

4π

c
Jν (5.3.23)

70



を導くことができる。この式は電磁場テンソル (5.3.20) の表式を使って、Maxwell の運
動方程式を与える。実際、ν = 0, i の各成分ごとに考えると

divE = 4πρ

rotH − 1

c

∂E

∂t
=

4π

c
j (5.3.24)

が得られる。一方、Maxwell 方程式の第一の組みは (5.3.20) の関係を

E = −gradφ− 1

c

∂A

∂t
H = rotA (5.3.25)

と書いて、ベクトル解析の公式を用いることにより簡単に得られる。すなわち

divH = 0

rotE = −1

c

∂H

∂t
(5.3.26)

この公式をローレンツ共変性のあらわな形に書くと

∂ρFµ,ν + ∂µFν,ρ + ∂νFρ,µ = 0 (5.3.27)

と表わされる。この関係式は (5.3.19) の定義から簡単に導かれる。ここに添字 ρ, µ, ν

は 0, 1, 2, 3 から三つとったものだけが non-trivial であり、独立なものとして (ρµν) =

(123), (230), (301), (012) の四つを取ることができる。ここから四つの関係式が得られる。
実際、これらの四つの場合について (5.3.21) を用いて根気よく計算すると (5.3.26) が得
られる。

5.4 電磁場中の荷電粒子の運動
電磁場中の荷電粒子の運動は既に電磁気学のローレンツ力のところで議論したが、ここ
ではもう少し広い立場で電磁場と荷電粒子の相互作用という観点から運動学の基本原理で
ある最小作用の原理を用いて議論する。その際まず電磁場は荷電粒子に力を及ぼすが、逆
に荷電粒子の運動は電磁場に何ら影響を及ぼさないと仮定する。この様な状況は電荷の大
きさが小さい時には常に可能である。まず初めに自由粒子の相対論的ラグランジアンを考
える。作用はローレンツ変換に対する不変量として定義されなければならない。四元座標
ベクトルの不変量は ds = cdt

√
1− (dx/cdt)2 = cdt/γ である。そこで作用 S としては

世界点の 2点を結んだこれらの積分でもって定義する。

S = α

∫
ds = αc

∫ √
1−

(v
c

)2
dt = intLdt (5.4.1)
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ここに α はラグランジィアン L が非相対論的近似の時これまでと同じになる様に決め
る。すなわち

L = αc

[
1− v2

2c2
+ · · ·

]
(5.4.2)

より α = −mc と取ると
L = −mc2 +

1

2
mv2 + · · · (5.4.3)

かつ
S = −mc

∫
ds = −mc2

∫
1

γ
dt (5.4.4)

となる。(5.4.3) の第一項目は作用に −mc2tの寄与を与えるが、既に知っている通りラグ
ランジィアンには時間の完全微分だけの不定性があるからこの項は無視して差支えない。
最小作用の原理は (5.4.4) を変分して δ(ds)2 = δ(dx)2 から得られる δds = uδdx =

uµδdx
µ を使うと

δS = −mc

∫
δds = −mc

∫
uµdδx

µ

= −mcuµδx
µ|ba +mc

∫
δxµduµ (5.4.5)

ここで二行目の第一項目はいつもの様に端の値だから消える。結局 δS = 0 から duµ = 0

つまり四元速度 u=一定が得られる。更に、現実的な軌道に沿っての作用の計算を考えて
一項目の終点を変数と考えると、 δS = −mcuµδx

µ より

∂µS = −mcuµ = −pµ (5.4.6)

が得られる。成分でこれを書くと
∂S

∂t
= −E ,

∂S

∂x
= p (5.4.7)

であるから、これは依然の結果と同じである。相対論的なハミルトン-ヤコビ方程式は
p2 = (mc)2 より (∂S)2 = (mc)2 あるいは(

∂S

c∂t

)2

= (mc)2 +

(
∂S

∂x

)2

(5.4.8)

となる。(5.4.3) から S = −mc2t+ S′ とすると

∂S′

∂t
− 1

2mc2

(
∂S′

∂t

)2

+
1

2m

(
∂S′

∂x

)2

= 0 (5.4.9)
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が得られる。ここで c→∞ とすると非相対論的近似での結果が得られる。
次に四元ベクトル Aµ をもつ電磁場内を運動する荷電粒子を記述する作用として

S = −mc

∫
ds− e

c

∫
Aµdx

µ (5.4.10)

を考える。ここに電荷 eは相対論的不変量と考える。Aµdx
µ = cφdt−A·dxと dx = vdt

を使って、ラグランジィアンは

L = −mc2
√
1−

(v
c

)2
− eφ+

e

c
A · v (5.4.11)

そこで一般化運動量
P =

∂L

∂v
= p+

e

c
A (5.4.12)

ここに p = mv
1−(v/c)2 は自由粒子の運動量である。ハミルトニアンは

H =
∂L

∂v
v − L =

mc2

1− (v/c)2
+ eφ (5.4.13)

そこで H− eφ と P − e
cA は通常のエネルギーと運動量の関係を満たす。すなわち(
H− eφ

c

)2

=
(
P − e

c
A
)2

+ (mc)2 (5.4.14)

が成り立つ。非相対論的近似では

H = mc2 +
1

2m

(
P − e

c
A
)2

+ eφ (5.4.15)

である。
運動方程式を求めるために ∂L

∂x を計算する。(5.4.11) より

∂L

∂x
= −egradφ+

e

c
∇(A · v) (5.4.16)

ここにベクトル解析の公式

∇(a · b) = (a∇)b+ (b∇)a+ [a× rotb] + [b× rota] (5.4.17)

より ∇(A · v) = (v · ∇)A+ [v × rotA] から

∂L

∂x
= −egradφ+

e

c
(v · ∇)A+

e

c
[v × rotA] (5.4.18)
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そこで、これを (5.4.12) の時間微分に等しいとおいて二項目を右辺に移すと

−e

c

dA

dt
+

e

c
(v · ∇)A

= −e

c

∂A

∂t
− e

c

∂A

∂x

∂x

∂t
+

e

c

∂A

∂x

∂x

∂t

= −e

c

∂A

∂t
(5.4.19)

そこで、E と H の定義

E = −gradφ− 1

c

∂A

∂t
H = rotA (5.4.20)

を使うと運動方程式は
ṗ = eE +

e

c
[v ×H] (5.4.21)

となる。この式は、運動量が mv でなく相対論的表式であることを除いて非相対論の時
の結果と同じである。右辺を f = eE + (e/c)[v ×H] と書いてこれをローレンツ力とい
う。この時

ṗ = f (5.4.22)

とニュートンの第二法則と同じかたちに書ける。更に
dEkin
dt

=
d

dt

mc2√
1− (v/c)2

= v · dp
dt

(5.4.23)

が成り立つ。実際、(Ekin/⌋)
∈ = (⇕⌋)∈ + p∈ を微分して p = Ekin(v/c

2) を用いると
dEkin = v · dp が得られる。そこで (5.4.21) に v を掛けて

dEkin
dt

= ev ·E (5.4.24)

が成り立つ。荷電粒子の運動エネルギーの変化は、電磁場が荷電粒子に及ぼした仕事量だ
け増大する。磁場は荷電粒子に対して仕事をしないから、これは電場のした仕事 eE · dx
に等しい。
(5.4.22) の共変的なかたちは四元運動量 p = mcu を不変量 ds で微分して

mc
duµ

ds
= gµ (5.4.25)

を考えることによって得られる。特に g0 は (5.4.22) - (5.4.23) を用いて

g0 =
γ

c2
dEkin
dt

=
γ

c2
(v · f) = 1

c2
γ(v · f) (5.4.26)
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となる。(gi) = g を求めるには u2 = 1から得られる直交性 ug = uµgµ = u0g0−(u·g) =
0 を用いるのが一番簡単である。g = (1/c)γf である。 結局

g = (gµ) = (g0, g) =

(
v · f

c2
√
1− (v/c)2

,
f

c
√
1− (v/c)2

)
(5.4.27)

が得られる。
ローレンツ力による運動方程式は (5.4.10) の作用の変分を直接考えることによっても
得られる。すなわち相互作用項の a変分を (5.4.5) に加えると

δS = −mc

∫
δds− e

c

∫
[δAµdx

µ +Aµδdx
µ]

=
[
−mcuµ −

e

c
Aµ

]
δxµ∥ba +

∫ [
δxµ

(
mcduµ +

e

c
dAµ

)
− e

c
δAµdx

µ
]
(5.4.28)

ここに積分の端の値はゼロ、かつ dAµ = (∂νAµ)(dx
ν/ds)ds = (∂νAµ)u

νds また
δAµdx

µ = (∂νAµ)δx
νdxmu = (∂µAν)δx

µdxν = (δxµ)(∂µAν)u
νds より

δS =

∫
(δxµ)

[
mc

duµ

ds
+

e

c
((∂νAµ)− (∂νAµ))u

ν

]
ds (5.4.29)

ここで p = mcu, Fµ,ν = ∂µAν − ∂µAν とすると δS = 0 より

dpµ
ds

=
e

c
Fµ,νu

ν (5.4.30)

が得られる。この式に uµ を掛けて µ で和をとると Fµ,ν が反対称テンソルであること
による自明の式 Fµ,νu

µuν = 0 が得られる。また (5.4.30) を成分で書いて (5.3.21) or

(5.3.20) を使うと (5.4.24) と (5.4.21) が得られる。(確かめよ。) また (5.4.28) で変分を
軌道に沿って撮って作用を終点の関数と考えると

∂µS = −mcuµ −
e

c
Aµ = −pµ −

e

c
Aµ (5.4.31)

だから、ハミルトン-ヤコビ方程式は (
∂S +

e

c
A
)2

= (mc)2 or

1

c2

(
∂S

∂t
+ eφ

)2

= (mc)2 +

(
∂S

∂x
− e

c
A

)2

(5.4.32)

となる。
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ローレンツ力による荷電粒子の運動の例として、一定磁場内での運動を考えよう。磁場
の方向を z- 軸にとり H = (0, 0,H)) とする。磁場は荷電粒子に対して仕事をしないか
ら、粒子の運動エネルギー E は保存される。そこで p = Ev/c2 を使って、運動方程式は

v̇ =
ec

E
[v ×H] (5.4.33)

となる。これを成分で書くと

ω =
ecH

E
∼ eH

mc
(in 非相対論) (5.4.34)

を使って
v̇x = ωvy , v̇y = −ωvx , v̇z = 0 (5.4.35)

これを
d

dt
(vx + ivy) = −iω(vx + ivy) (5.4.36)

と書くと便利である。ここから vx + ivy = (v0x + iv0y)e
−iωt が得られるもう一度積分し

て i(v0x + iv0y)/ω = Re−iα とおくと x+ iy = Re−i(ωt+α) から

x = R cos(ωt+ α) , y = −R sin(ωt+ α)

z = v0t+ z0 (5.4.37)

となる。すなわち、荷電粒子は z-軸方向に向かって螺旋運動をする。特に v0z = z0 = 0

の時は、荷電粒子は x-y 平面内の等速円運動をする。この様な運動をサイクロトロン運動
といい、(5.4.34) の ω をサイクロトロン振動数という。

5.4.1 電磁場のラグランジュ形式
電磁場のラグランジュ形式は普通ラグランジィアン密度 L を用いて四次元ミンコフス
キー空間の体積積分

S =

∫
Ld4x =

∫
LdΩ (5.4.38)

で定式化される。ここに dΩ = dτdxdydz = cdxdydzdt = cdV dt は不変量である。(実
際、ローレンツ変換 dxµ = aµνdx

′ν のヤコビアン J = (∂xµ/∂x′µ) = (aµν) を計算する
と det|J | = det|aµν | = γ2(1− β2) = 1 である。) まずはじめに (5.4.10) で導入した荷電
粒子と電磁場との相互作用

Smf = −
e

c

∫
Aµdx

µ (5.4.39)
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を四元カレント jµ = (ρc, ρv) を用いて (5.4.38) のかたちに表わすことを考えよう。ここ
では詳しいことは省略するが、相対論的枠組みの中では相対論的不変量である電荷を持っ
た粒子は大きさを持ち得ないことを示すことが出来る。従って電荷 eα を持った質量 mα

の粒子は常に質点と考えなければならない。そこで (5.4.39) に表われる電荷 e は、電荷
密度を ρ

∑
α eαδ(x− xα) として

Smf = −
∑
α

e

c

∫
Aµdxα

µ = −1

c

∫
ρAµdx

µdV (5.4.40)

ここに全電荷 Q は
Q =∈ tρdV (5.4.41)

である。(5.4.40) を

Smf = −
∫

Aµ
1

c
ρuµdsdV = −

∫
Aµρu

µ 1

γ
dV dt

= − 1

c2

∫
Aµ

c

γ
ρuµdΩ

= − 1

c2

∫
jµA

µdΩ (5.4.42)

ここに四元カレントの定義
c

γ
ρu =

c

γ
(γ, γβ)ρ = (ρc, ρv) = j (5.4.43)

を用いた。
有限個の荷電粒子と電磁場全体の作用

S = Sm + Smf + Sf (5.4.44)

を求めよう。ここに Sm = −
∑

mc
∫
ds は既に議論した自由粒子の作用である。電磁場

だけの作用 Sf は不変量 Fµ,νF
µ,ν = 2(H2 −E2) を用いて (5.4.38) のかたちの

Sf = −
1

16πc

∫
Fµ,νF

µ,νdΩ (5.4.45)

として与えられる。積分の前の係数が負であることは、ベクトルポテンシャルの時間微分
が E の中にしか入っていないことから容易に推測される。係数の値が正しいことは、あ
とで運動方程式が正しく求められることから明らかになる。まず Sf の電磁ポテンシャル
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Aµ についての変分を求めると、Fµ,ν の反対称性を用いて

δSf = −
1

8πc

∫
Fµ,νδ(∂

µAν − ∂νAµ)

= − 1

4πc

∫
Fµ,νδ∂

µAνdΩ

=
1

4πc
∂µFµ,νδA

νdΩ− 1

4πc

∫
∂µ {Fµ,νδA

ν} dΩ (5.4.46)

が得られる。ここに最後の式の二項目はガウスの定理により無限遠領域における電磁場が
ゼロであることから消える。ここで (5.4.44) で粒子の運動は与えられているとして電磁
場の運動方程式だけを考えているので、(5.4.42) の Smf の中の電磁場だけについて変分
をとると

δS =

∫
δAν

[
− 1

c2
jν +

1

4πc
∂µFµ,ν

]
dΩ (5.4.47)

が得られる。そこで電磁場の運動方程式として

∂µFµ,ν =
4π

c
jν (5.4.48)

あるいは
∂µF

µ,ν =
4π

c
jν (5.4.49)

が得られる。これは以前の (5.3.23) の結果と同じである。
まとめると、有限個の荷電粒子と電磁場全体の作用は

S = Sm + Smf + Sf

= −
∑

mc

∫
ds− 1

c2

∫
jµA

µdΩ− 1

16πc

∫
Fµ,νF

µ,νdΩ (5.4.50)

で与えられる。ここではローレンツ力を求めた時の様に電荷が小さいという様な仮定は一
切していないことに注意しよう。

5.5 電磁波の Poynting ベクトルとエネルギー密度
電気力学での基礎方程式である Maxwell 方程式をもう一度まとめておこう。

divH = 0

rotE = −1

c

∂H

∂t
divE = 4πρ

rotH =
4π

c
j +

1

c

∂E

∂t
(5.5.1)
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これらを組み合わせると

div[E ×H] = H · rotE −E · rotH

= −1

c

[
E · ∂E

∂t
+H · ∂H

∂t
− 4π

c
j ·E

]
= − 1

2c

∂

∂t
(E2 +H2)− 4π

c
j ·E (5.5.2)

が得られる。ここで
S =

c

4π
[E ×H] (5.5.3)

を電磁場の Poynting ベクトルという。これを使うと (5.5.2) は

∂

∂t

[
E2 +H2

8π

]
+ j ·E = −divS (5.5.4)

と書ける。これを体積で積分して、左辺第二項目で (5.4.24) を使って∫
j ·EdV =

∫
ρv ·E =

∫ ∑
α

eαδ(x− xα)v ·EdV

=
∑
α

eαvα ·E

=
∑
α

(Ekin)α (5.5.5)

とする。右辺ではガウスの定理を用いると

∂

∂t

[∫
E2 +H2

8π
dV +

∑
Ekin

]
= −

∫
S · df (5.5.6)

が得られる。もし全空間での積分をとると右辺はゼロだから左辺は粒子の運動エネルギー
と電磁場のエネルギーの和が保存されることを示す。そこで W = E2+H2

8π は電磁場のエ
ネルギー密度である。有限の体積で積分すると右辺はその体積から流れ出るエネルギーを
表わす。そこで Poynting ベクトル S は単位面積あたりに表面を貫いて流れ出る単位時
間あたりのエネルギーの流れを表わしていることが分かる。電磁気学のところの (5.1.14)

で見た様に S を c2 で割った
1

c2
S =

[E ×H]

4πc
(5.5.7)

は磁場の運動量密度を表わす。
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6 光量子仮説
既に電磁気学のところで学んだ様に、電磁場は真空それ自身が備えた物理的実態であっ
て Maxwell 方程式の解である電磁波は空洞の中に封じ込まれた時に、理想気体の分子が
壁に圧力を及ぼすように圧力を持ち内部エネルギーが存在する。また、宇宙空間の一部に
閉じ込まれた電磁波はその温度に応じたエネルギー分布を持ち、高い温度の物体からの電
磁波は青い光を発し低い温度の物体からの電磁波は赤い光を発する。これを黒体輻射とか
黒体放射 (black body radiation) とかいう。黒体とは全ての電磁波を反射することなく
吸収する理想的な物体である。長い時間の後黒体は熱平衡に達し、そこから放射される電
磁波は温度に依存したエネルギー分布をもつ。これを理想気体の時の様に、空洞の中に封
じ込まれた電磁波 (すなわち光子) 自体の温度と考えることも出来る。しかしながら、光
子は質量を持たないから、理想気体の平衡分布をそのまま適用するわけにはいかない。結
論から先に言うと、光子 (光量子) はスピン 1 を持った純粋に量子力学的実態であり、微
視の世界での基本原理であるスピンと統計性の間の厳密な規則を満たす。整数値のスピン
を持った粒子は Bose 粒子と呼ばれ、古典力学のボルツマン統計に対して Bose-Einstein

統計に従う。(また別のスピン半整数値を持つ粒子は Fermi 粒子、それらの粒子の満たす
べき統計性は Fermi-Dirac 統計と呼ばれる。)

図 1: 波長で表わした黒体輻射のスペクトル (Wikipedia より)

黒体輻射の正しいエネルギー分布とその理論は 1900 年、Max Planck によって得られ
た。彼によると振動数 ν を持つ電磁波の単位体積あたりのエネルギー密度 u(ν, T )dν (単
位 J/m3)は

u(ν, T ) =
8πν2

c3
hν

e
hν
kT − 1

(6.1)

で与えられる。ここに T は絶対温度、k はボルツマン定数、h は彼自身が導入した定数で
Planck 定数である。(現在、量子力学の基本定数とされる Planck 定数は h を 2π で割っ
て ℏ = (h/2π) で表わされることが多く、その値は大変小さい: ℏ = 1.054 · · · × 10−34 Js

= 6.582 · · · × 10−16 (eV)s ) 現代的視点からは、ε = hν = ℏω (ここに ω = 2πν は角振
動数である) は光量子一個の持つエネルギーであって h (or ℏ) は単に振動数とエネルギー
の間の比例係数にすぎない。(kT はエネルギーの単位を持っている。) (6.1) はプランク
の公式といわれる。振動数が ν から ν + dν の間にある温度 T の電磁波のエネルギー密
度 n(ν, T )dν を、単位時間に単位面積を通過する単位放射角あたりの放射強度 I(ν, T ) で
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表わすと ∫
I(ν, T )dνdΩ = I(ν, T )4πν = cu(ν, T )dν より

I(ν, T ) =
c

4π
u(ν, T ) =

2ν2

c2
hν

e
hν
kT − 1

(6.2)

となる。(I(ν, T )dν の単位はW/(m2 St))この式は二つの極限の場合として、振動数が大
きい時 (温度が低い時) と小さい時 (高い時) の実験公式である Wien の公式とレイリー・
ジーンズの法則 (Rayleigh-Jeans Law) を再現する。すなわち

I(ν, T ) =
2ν2

c2
(hν)e−

hν
kT for kT →∞

(Wien の公式)

I(ν, T ) =
2ν2

c2
kT for kT → 0

(Rayleigh-Jeans の法則) (6.3)

プランクの公式 (6.1) を用いて、熱輻射により黒体から放出されるエネルギーを与える
シュテファン=ボルツマンの法則 (1879 年、1884 年) を導くことが出来る。この法則は、
放射強度 (6.2) を積分して

I(T ) =

∫
I(ν, T )dν =

c

4π

∫
u(ν, T )dν

=

∫
2ν2

c2
hν

e
hν
kT − 1

dν

= σ′T 4 (6.4)

と T 4 に比例する。ここに ν 積分は、変数変換 x = hν/kT により∫ ∞

0

x3

ex − 1
dx = Γ(4)ζ(4) = 6 · π

4

90
=

π4

15
(6.5)

となるので、(6.4) の σ′ は　
σ′ =

2π4k4

15c2h3
(6.6)

となる。(最後の追補参照) 普通 σ は放射強度 (6.2) (単位 W/(m2 St) のかわりに大きさ
のある黒体の放射発散度 R (単位 W/m2) に対して定義される。放射強度 (6.2) は黒体を
点として扱ったときの単位面積、単位立体角あたりのエネルギー flax を表しており、こ
れは大きさのある黒体における放射輝度 L に対応している。そこで放射輝度が一定の時
の関係式 R = πL に対応して、σ′ に π を掛けた

σ = πσ′ = frac2π5k415c2h3 (6.7)
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をシュテファン=ボルツマン係数 (Stdfan-Boltzmann constant) といい σ =

5.670 · · · 10−8 W/(m2 K4 である。
シュテファン=ボルツマンの法則の一つの応用として、太陽の表面温度を求めることが
出来る。太陽は核融合反応によって輝いているが、表面付近では核融合反応によるエネル
ギー生成とエネルギー放射が熱平衡により釣り合っていると考えられる。太陽から単位
時間あたりに放出されるエネルギー flax は太陽の半径を Rsun として、太陽の放射発散
度 R = σT 4 を使って 4π(Rsun)

2R で表わされる。一方太陽から半径 D だけ離れた軌道
を廻る地球の表面で受け取る単位面積あたりの放射照度 P (単位 W/m2) は、地球軌道
を赤道とする球表面の面積 4πD2 をかけて 4πD2P = 4π(Rsun)

2R から求められる。す
なわち P = R(Rsun/L)

2 である。地球から太陽の直径を観測した時の角度 (視直径) は
θ = 2Rsun/L ∼ 0.5° (θ = (0.5π/180)) と表わされるから P = R(θ/2)2 = σ(θ/2)2T 4

である。ここから、観測値 P = 1.3 kW/m2 を使うと

T =

(
4P

σθ2

) 1
4

=

(
4× 1.3× 103

5.67× 10−8

(
360

π

)2
) 1

4

= 5890 (6.8)

すなわち、太陽の表面温度はおよそ 6,000 K となる。
図 2: 弦の基準振動
Planck の公式 (6.1) の本質的な点は、電磁波のエネルギー分布を求めるのに波として
の固有振動の考え方から、エネルギーが連続的に変化するのではな一定の振動数ごとにそ
の固有振動の整数倍の値だけが可能とした点である。簡単のため、一次元の弦でこのこと
を考えると図 2 の様に弦の長さが L の時には波の波長の半分 λ/2 がこれに等しい時最低
の基準振動数となる。 　一般に飛び飛びの振動数は n = 1, 2, · · · の整数として λν = c

から

n =
L

λ/2
= (2L)ν/c (6.9)

λ は光の波長程度で L に比べてはるかに小さいから n は充分大きく連続的な取り扱いが
可能である。そこで n を連続変数と考えて微分をとると dn = (2L/c)dν となる。実際に
は三次元の立法体 V = L3 を考えて、そこに含まれる基準振動の数を数えなければならな
い。x, y, z-成分ごとに nx = (2L)/λx 等として (nx)

2 + (ny)
2 + (nz)

2 を考えると

(nx)
2 + (ny)

2 + (nz)
2 = (2L)2

(
1

(λx)2
+

1

(λy)2
+

1

(λz)2

)
(6.10)
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一方三次元波動では k = |k| = (2π)/λ = (2π)ν/c だから

k2 = kx
2 + ky

2 + kz
2 = (2π)2

(
1

(λx)2
+

1

(λy)2
+

1

(λz)2

)
=

(2π)2

(2L)2
(
(nx)

2 + (ny)
2 + (nz)

2
)
= (2π)2

(ν
c

)2
(6.11)

そこで整数点 (nx, ny, nz) の原点からの距離 d は

d =
√
(nx)2 + (ny)2 + (nz)2 =

2Lν

c
(6.12)

で与えられる。半径 d の球に含まれる状態の数 N は整数点の nx, ny, nz = 1, 2, · · ·
が正の整数 (自然数) だけであることから、球の体積 (4π/3)d3 を 8 等分配して N =

(1/8)(4π/3)(2Lν/c)3 である。L3 = V より単位体積あたりの状態数は n = N/V =

(4π/3)(ν/c)3 となる。そこでこれを微分して

dn = m(µ)dν = 4πfracν2c3dν (6.13)

となる。実際には、電磁波は横波で二つの偏光の自由度をもつため上の式を二倍しておか
なければならない。そこで最終的に

dn = m(µ)dν = 8πfracν2c3dν (6.14)

が得られる。あとで前期量子論のところで述べる、ボーア-ゾンマーフエルト (Bohr-

Zommerfeld) の量子化条件を使っても同じ結果が得られる。これによると六次元位
相空間 V 4πp2dp に含まれる量子力学的状態数はこの体積を 2πℏ = h で割って得ら
れる。そこで p = ℏk を使うと dn = 4πk2dk/(2π)3 更に k = 2π/λ = 2πν/c を使
うと dn = 4πν2dν/c3 従って m(ν) = 4πν2/c3 となる。更に電磁波には二次元の偏
光の自由度があるから、これを二倍しておくと (6.14) と同じになる。そこで、電磁
波のエネルギーの分布関数を < ε > とすると単位体積あたりのエネルギー密度は
u(ν, T )dν = m(ν) < ε > dν つまり u(ν, T ) = m(ν) < ε > となる。
次にエネルギー分布 < ε > を計算するには Maxwell-Boltzmann 分布の (3.4.12) の時
の様に

< ε >=

∫
εf(p)d3p∫
f(p)d3p

(6.15)

を計算すれば良い。ここに、分布関数 f(p) は一応 Maxwell-Boltzmann 分布に比例する
と仮定しておく: f(p) ∝ e−

ε
kT = e−βε ここに β = 1/(kT ) である。しかし今度はエネル
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ギーを離散化して ε = nhν (n = 1, 2, · · · ) とする。すなわち

< ε >=

∑∞
n=0 nhνe

−βnhν∑∞
n=0 e

−βnhν
(6.16)

としておく。ここで Maxwell-Boltzmann 分布の (3.4.13) - (3.4.14) の所でした様に分布
関数 Z(β) をまず計算すると

Z(β) =

∞∑
n=0

e−βnhν =
1

1− e−βhν
=

eβhν

eβhν − 1
(6.17)

より
< ε >= − ∂

∂β
logZ(β) =

∂

∂β
log
(
1− e−βhν

)
=

hν

eβhν − 1
(6.18)

が得られる。結局単位体積あたりのエネルギー密度は

u(ν, T ) = µ(ν) < ε >= 8πfracν2c3
hν

eβhν − 1
(6.19)

となってプランクの公式 (6.1) が得られる。(証明終わり)

(追補) Riemann のゼータ関数 (zeta function)

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns

=
1

Γ(s)

∫ ∞

0

xs−1

ex − 1
dx (6.20)

は物理の応用上でも重要である。二行目の積分を計算すると∫ ∞

0

xs−11/(1− e−x)e−xdx =

∞∑
n=0

∫ ∞

0

xs−1e−(n+1)xdx

=
∞∑

n=0

1

(n+ 1)s

∫ ∞

0

xs−1e−xdx =
∞∑

n=1

1

ns
Γ(s) (6.21)

ここに Γ(s) = (s − 1)! はガンマ関数である。s = 2n が偶数の時 ζ(2n) はベルヌーイ数
B2n で表わされる。ベルヌーイ数については数学の教科書 (例えば、「解析概論 」(高木
貞治著) 232 ページ、web ページ http://qmpack.homelinux.com/∼fujiwara/note3.pdf
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等) にゆずってここでは結果だけを示すと

ζ(2n) = (−1)n+1B2n(2π)
2n

2(2n)!
(n = 1, 2, · · · )

B2 =
1

6
→ ζ(2) =

π2

6

B4 = − 1

30
→ ζ(4) =

π4

90
· · · (6.22)

となる。これらを使って∫ ∞

0

x(m+ 1)

ex − 1
dx

.=


m = 0 x

ex−1 1!ζ(2) = π2

6

m = 1 x2

ex−1 2!ζ(3) = 2× 1.20205 · · ·
m = 2 x3

ex−1 3!ζ(4) = 6× (π4/90) = π4

15

· · ·

(6.23)

が導かれる。
(「近代物理学前史」の項、終わり)
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